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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Настоящая книга представляет собой введение в со-

временную теорию приложения ренормализационных групп 

(ренормгрупп) к моделированию турбулентных течений. 

Турбулентные потоки наиболее широко представлены в 

природных явлениях и технических приложениях. Здесь нет 

смысла перечислять всевозможные примеры течений, где 

проявляются закономерности турбулентного переноса тепла, 

массы и импульса. Они хорошо известны. 

Как известно, турбулентность была экспериментально 

открыта английским ученым Осборном Рейнольдсом в 1876 

– 1883 годах, когда он изучал потерю устойчивости течения 

несжимаемой жидкости (воды) в трубах. Несомненной за-

слугой О. Рейнольдса является то, что он не только экспери-

ментально открыл турбулентность, но также и то, что он 

впервые предложил нетривиальный математический подход 

к описанию турбулентных потоков. О. Рейнольдс вывел 

дифференциальные уравнения турбулентного движения, ис-

ходя из идеи представления реальных, имеющих стохасти-

ческую природу скорости, давления, температуры и других 

параметров потока, в виде суммы осредненных значений и 

осцилляционных составляющих. Эти уравнения носят не-

замкнутый характер, так как количество искомых величин 

намного превышают число дифференциальных уравнений 

системы. Однако эти уравнения на много лет вперед опреде-

лили пути развития теории турбулентных течений и широко 

используются в настоящее время. 

По сути, уравнения Рейнольдса представляют собой 

первый шаг в бесконечной незамкнутой системе дифферен-

циальных уравнения в частных производных. Это уравнения 

относительно осредненных величин скорости, давления, 

температуры и т.д., которые включат в себя вторые корреля-

ционные моменты пульсационных составляющих (как из-
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вестно, осредненные первые моменты равны нулю). Вторые 

корреляционные моменты пульсационных величин пред-

ставляют собой кажущиеся напряжения Рейнольдса, турбу-

лентный поток теплоты и массы. Для этих моментов также 

могут быть выведены дифференциальные уравнения, кото-

рые включают третьи корреляционные моменты пульсаци-

онных величин. На следующем шаге можно получить урав-

нения для третьих моментов и затем продолжать вывод для 

более высоких моментов до бесконечности. Таким образом и 

формируется бесконечная незамкнутая система дифферен-

циальных уравнения. При формировании модели турбулент-

ности (турбулентной вязкости) приходится обрывать ука-

занную систему и замыкать оставшиеся уравнения на основе 

той или иной гипотезы. В результате были получены модели 

турбулентности различного порядка. Порядок конкретной 

модели определяется количеством дополнительных уравне-

ний, замыкающих систему уравнений Рейнольдса. Иерархия 

моделей турбулентности показана на рис.1. Исторически 

первыми были созданы модели нулевого порядка, когда 

уравнения Рейнольдса замыкаются простейшими дифферен-

циальными или алгебраическими зависимостями для турбу-

лентной вязкости. Это модели Тейлора (сохранения завих-

ренности), Прандтля (сохранения импульса) и Кармана (по-

добие пульсационных движений). Далее развивались модели 

первого порядка, включающие одно дополнительное урав-

нение. Это l – модель (l – масштаб турбулентности), k – мо-

дель, (k – кинетическая энергия турбулентности),  - модель 

( - эффективная вязкость). В настоящее время одними из 

самых распространенных являются модели второго порядка. 

Это модели типа k - k
m
l
n
. В зависимости от значений показа-

телей т и п можно получить различные модификации моде-

лей второго порядка. Они приведены на диаграмме рис. 1. 

Общий вид уравнения для комплекса k
m
l
n
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Указанные модели основаны на гипотезе Буссинеска о 

связи тензора турбулентных напряжений и тензора скоро-

стей деформаций, когда вводится понятие турбулентной 

вязкости. К этой же группе моделей можно отнести и LES 

модели (large eddy simulation) и DES модели (Detached eddy 

simulation). 

Модели, в которых можно обойтись без введения по-

нятия турбулентной вязкости – это метод прямого численно-

го моделирования (DNS – direct numerical simulation), моде-

ли напряжений Рейнольдса и стохастические методы. Осо-

бенно активно в последнее время развиваются методы, ос-

нованные на приближении решетчатого уравнения Больцма-

на (LBM – lattice Bolzmann model). 

В последнее время для моделирования турбулентности 

развиваются подходы, основанные на методах частиц. В ча-

стности на диаграмме (рис. 1) отдельно показан метод дина-

мики диссипативных частиц (DPD - dissipative particle 

dynamics), использующийся для моделирования когерент-

ных турбулентных структур. 

Также отдельно вынесен метод POD (proper orthogonal 

decomposition), представляющий собой маломодовый спек-

тральный подход к моделированию турбулентных потоков. 

Этот подход позволяет минимизировать количество проб-

ных функций в спектральных методах расчета турбулентных 

течений. 

Отдельно, на диаграмме (рис. 1) показаны интеграль-

ные методы. Их применение на практике в последние годы 

резко сократилось и сейчас, в основном, эти методы носят 

методологический характер, и представляют только истори-

ческий интерес. 
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В настоящей книге нас будут интересовать теоретиче-

ские подходы к созданию моделей турбулентности (турбу-

лентной вязкости), а именно, методы ренормализационной 

группы (RNG). Эти методы также отдельно выделены на 

диаграмме (рис. 1). 

Очевидно, на сегодняшний день, можно выделить в 

основном два теоретических подхода, которые используют-

ся для анализа турбулентности. Первый – это двух масштаб-

ный вариант аппроксимации прямого взаимодействия 

(TSDIA – two - scale direct interaction approximation), разви-

тый Йошизавой (Yoshizawa, 1983, 1984) на основе теории 

Крайчнана (Kraichnan, 1964) аппроксимации прямого взаи-

модействия (DIA). Второй подход – это метод реномализа-

ционной группы, пионерами которого в приложении к ана-

лизу турбулентности являются Форстер, Нельсон и Стефен 

(Forster, Nelson, Stephen, 1997). Далее этот подход развивали 

Яхот и Оржег (Yakhot, Orszag, 1986). Рубенштейн и Бартон 

(Rubinstein, Barton, 1990) получили нелинейное выражение 

для турбулентной вязкости; Смит, Рейнольдс (Smith, 

Reynolds, 1992) и Лем (Lam, 1992) вывели транспортное 

уравнение для скорости диссипации. 

Метод ренормализационно группового анализа был 

развит в пятидесятые годы ХХ столетия. Первыми, кто от-

метил возможность ренормгрупповых преобразований, были 

Штюкельберг и Петерман (1953). Далее этот метод получил 

свое развитие в пионерской работе Гелл – Манна и Лоу 

(1954), которые вывели дифференциальное уравнение, по-

зволяющие получить «главную логарифмическую асимпто-

тику» в квантовой электродинамике. 

На сегодняшний день существует большое разнообра-

зие подходов, основанных на идеи метода ренормализаци-

онной группы. Можно сказать, что все эти подходы эквива-

лентны по своей идеи. Однако в технической реализации 

они могут существенно отличаться один от другого. 



 12 

 Математический аппарат ренормализационно груп-

пового анализа впервые появился в квантовой теории поля. 

Однако, впоследствии оказалось, что данный математиче-

ский подход не связан с квантовой природой физических 

процессов и может быть использован для всевозможных за-

дач со стохастическими полями. В результате, аппарат ре-

нормализационной группы был применен к задачам фазовых 

переходов второго рода К. Вильсоном (Нобелевская премия, 

1982). Далее метод реонормгруппы был распространен на 

задачи теории полимеров, случайных блужданий, магнит-

ную гидродинамику и теорию турбулентности. Последнему 

вопросу как раз и посвящена настоящая работа. Сделана по-

пытка обобщить имеющиеся в литературе результаты. Хотя 

конечно в настоящее время он очень обширен и вряд ли уда-

стся сделать это в полной мере. Как нам известно, в настоя-

щее время, лишь в одной монографии более–менее подробно 

изложены основы RNG подхода к проблемам турбулентно-

сти. Это монография Маккомба ([21] ссылка в списке лите-

ратуры первой главы). В частности, в девятой главе этой мо-

нографии сказано:  

« … More recently there has been an interplay between 

field-theoretical and renormalization group methods (Amit 

(1984) emphasizes this aspect), and this tends to be reflected in 

papers describing attempts to apply RG to turbulence. 

One unfortunate consequence of this is that papers which 

are of interest to us here are often couched in esoteric jargon, 

with apparently little attempt being made to communicate the 

basic ideas to turbulence researchers. Instead the authors often 

seem content to conduct a dialogue between aficionados, in 

which there is much allusive reference back and forward between 

various schools of field theory and statistical mechanics. In this 

activity, macroscopic Navier-Stokes turbulence appears only to 

be an excuse to relabel the variables in a quest for novelty, if not 

originality! 
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The overall effect to the outsider is off-putting, and even 

bizarre. This is a pity, for the basic ideas are really very simple 

and pragmatic.» 

Суть сказанного сводится к тому, что часто статьи, по-

священные приложению теории ренормгруппы к проблемам 

турбулентности, строятся таким образом, что в них делаются 

слабые попытки донести суть идеи к исследователям турбу-

лентности. Вместо этого авторы ведут диалог между различ-

ными школами теории поля и статистической физики, ис-

пользуя иносказательные намеки. В результате это вызывает 

отталкивающий эффект. И это вызывает сожаление, по-

скольку основные идеи действительно очень просты и праг-

матичны. 

Мы попытались избежать этого недостатка и как мож-

но подробнее изложили математическую технику RNG под-

хода. Судить о том, насколько это удалось сделать, будет 

наш читатель. 

Книга разделена на две главы. Первая глава посвящена 

общим вопросам ренормгруппового анализа в приложении к 

проблемам турбулентности. Показан подход к вопросу опре-

деления перенормированной вязкости в пространстве волно-

вых чисел и переход от этой величины непосредственно к 

виртуальной турбулентной вязкости. Найдены значения раз-

личных ренормализованных констант турбулентности, в том 

числе, константы Кармана. Как известно k -  модель турбу-

лентности включает уравнение движение (непосредственно 

само уравнение Навье – Стокса), уравнение кинетической 

энергии турбулентности, скорости диссипации и, в случае 

тепломассообмена, уравнения энергии и массообмена. По-

этому подробно освящены вопросы, связанные с выводом 

этих уравнений. В том числе анализируется приближение 

для уравнения скорости диссипации в случае малых чисел 

Рейнольдса, когда необходимо учитывать анизотропию про-

цессов турбулентного переноса. Отдельно рассмотрено 
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уравнение массообмена в условиях химических реакций в 

процессах горения. Но этот вопрос анализируется уже во 

второй главе. 

Базовый подход RNG анализа турбулентности, исполь-

зуемый в настоящей книге, основан на идеях Форстера, 

Нельсон и Стефена. Однако в настоящее время существуют 

и другие подходы ренормализационно группового анализа к 

проблемам турбулентности. Этим вопросам также уделено 

внимание. 

Как уже говорилось, одними из самых распространен-

ных являются модели второго порядка турбулентности. Од-

нако используются и модели первого порядка. Первая глава 

заканчивается выводом модели первого порядка на основе 

модели второго порядка. 

Во второй главе рассмотрены вопросы, связанные с 

приложением RNG подхода к построению моделей турбу-

лентности при воздействии различных «возмущающих» 

факторов. Проанализированы аспекты турбулентного пере-

носа в макропористых средах, когда на развитие турбулент-

ности оказывают влияние линейное «сопротивление» Дарси 

и нелинейное «сопротивление» Форхаймера. В приближении 

пористых сред могут быть рассмотрены многие энергетиче-

ские и технологические процессы. В частности, таким спо-

собом можно анализировать особенности теплообмена и 

гидродинамики в каналах энергетических реакторов с шаро-

вой засыпкой. При этом результаты ренормализационного 

анализа подтверждаются данными, полученными на основе 

анализа гидродинамической неустойчивости. Также гидро-

динамические процессы в пористых средах характерны для 

реальных биотехнологических устройств. 

В таких устройствах важную роль играют биоконвек-

тивные процессы, порожденные направленным движением 

микроорганизмов под действием какой-либо движущей си-

лы (гравитационное поле, градиент концентрации кислоро-
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да, свет, питательные вещества, магнитное поле и т.д.). Био-

конвективные процессы могут иметь турбулентную природу. 

Поэтому для них также построена модель турбулентности, 

которая верифицирована теорией неустойчивости. 

На основе RNG подхода получена «нестационарная» 

поправка к выражению для турбулентной вязкости, которая 

по своей структуре подобна аналогичной поправке, полу-

ченной с помощью TSDIA. Показано, при каких условиях 

следует учитывать данную поправку. 

Следующий раздел посвящен изучению неньютонов-

ской турбулентности, так называемой эластичной жидкости, 

обладающей памятью. Благодаря RNG подходу выявлены 

интересные свойства данных жидкостей и дано объяснение 

возможному раннему переходу ламинарного потока в турбу-

лентный. 

Разнообразные ренормгрупповые подходы использу-

ются в теории горения. В книге приведен наш вариант по-

добного анализа, а также даны ссылки на имеющиеся вари-

анты RNG подхода для анализа газодинамики пламени дру-

гих авторов. 

Нестационарная ренормгрупповая модель турбулент-

ности была использована для моделирования потоков сверх-

критических параметров. Для замыкания модели использо-

вались уравнения состояния, вид которых менялся в зависи-

мости от той «термодинамической» области, где находился 

поток. Предложенная модель использовалась для моделиро-

вания потока в энергетическом оборудовании. В результате 

моделирования получены интересные закономерности пове-

дения потока сверхкритических параметров. 

К сожалению, точную модель турбулентности для 

двухфазных течений на основе RNG подхода построить не 

удалось из–за большого объема эмпирической информации, 

необходимой для замыкания модели. Поэтому была моди-

фицирована RNG модель, которая учитывала особенности 
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теплообмена и гидродинамики двухфазного потока с учетом 

фазового перехода и нестационарности теплофизических 

процессов. На основе предложенной модели были исследо-

ваны нестационарные процессы гидродинамики и теплооб-

мена турбулентного потока теплоносителя в каналах тепло-

энергетического оборудования. Выявлено влияние возму-

щающих факторов на параметры потока в вертикальном ка-

нале с фазовым переходом. 

В книге приведены примеры приложения ренормали-

зационного анализа к проблемам магнитной гидродинамики. 

В литературе имеется большое количество примеров данно-

го приложения. Мы ограничились несколькими, чтобы дать 

представление читателю о возможностях данного метода. В 

частности, приведены выражения для перенормированной 

константы Колмогорова, магнитной константы Колмогорова 

и константы Смагоринского, которая используется при мо-

делировании методом крупных вихрей (LES). 

Известно, что в турбулентных потоках существуют об-

ласти, в которых знак напряжения трения и скорости де-

формации не совпадает, т.е. турбулентная вязкость имеет 

отрицательное значение. Это интерпретируется как реверс 

каскадного механизма передачи турбулентной энергии Ри-

чардсона, т.е. энергия передается от беспорядочного пульса-

ционного движения к упорядоченному осредненному тече-

нию. В книге сделан краткий обзор результатов данного яв-

ления и дано обоснование возможных механизмов на основе 

ренормгруппового подхода. 

Настоящая книга, конечно же, не охватывает всех ню-

ансов применения ренормгруппового подхода к проблемам 

турбулентности. По возможности мы дали ссылки на опуб-

ликованные материалы, касающиеся данного вопроса. 

Следует также сказать, что RNG анализ – это только 

один из подходов в теории турбулентности. Как было сказа-

но (рис. 1) на сегодняшний день имеется довольно большое 
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количество подходов в данной проблеме. При этом возни-

кают все новые. Очевидно, успех в изучении такого сложно-

го вопроса, как турбулентность, может быть достигнут при 

комплексном подходе с использованием различных теоре-

тических приближений и учетом вновь появляющихся экс-

периментальных данных. 

Перед основным текстом книги приведен список ус-

ловных обозначений. В этом списке приведены наиболее 

часто встречающиеся символы. Часть символов из основно-

го текста не приведены в данном списке, так как они по ходу 

книги обозначают различные величины, что связано с боль-

шим количеством последних. Такие символы расшифровы-

ваются по ходу изложения материала. Все сказанное отно-

сится как к размерным, так и безразмерным величинам. 

Авторы выражают благодарность академику НАН Ук-

раины, профессору А.А. Долинскому, доктору технических 

наук, профессору В.В. Бабенко, доктору физико-

математических наук, профессору В.М. Сысоеву за полезные 

советы и критические замечания, сделанные при рецензиро-

вании монографии, а также за плодотворную дискуссию при 

обсуждении материалов, помещенных в книге. Мы также 

глубоко признательны нашим коллегам: Скицько А.И., Ар-

хиповой Е.А., Ковецкой Ю.Ю., Коваленко А.В., Олейник 

Л.В., Разумцевой О.В., Мельник А.Н. – за всестороннюю 

помощь в работе над книгой. 

Выходу в свет этой книги существенно способствовала 

организационная и финансовая помощь фонда фундамен-

тальных исследований Украины, за что мы искренне благо-

дарны всем его сотрудникам, а особенно - председателю со-

вета фонда академику НАН Украины Кухарю В.П. и испол-
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УСЛОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

Размерные величины: 
a  – температуропроводность 

mB  – магнитная индукция 

b – толщина парового слоя 

cF – коэффициент Форхаймера 

cp, cv – удельные теплоемкости при постоянном давлении и 

объеме 

D0 – константа 

d – мерность пространства, диаметр 

E – спектр турбулентной энергии, энергия активации 

F – Фурье образ соленоидальной силы 

G − расход 
g – ускорение свободного падения 

H – обогреваемая поверхность 

h – энтальпия, смещение центра масс 

J − отношение вязкостей; 

K – проницаемость 

К – Фурье образ кинетической энергии турбулентности; 

k  – кинетическая энергия турбулентности 

L – характерный размер (линейный масштаб) 

l – длина 

N – концентрация, мощность 

P – образ давления 

p – давление 

q – инфинитезимальный генератор 

q - плотность теплового потока; 

R – универсальная газовая постоянная 

r – радиус, теплота парообразования 

T  – температура 

T – Фурье образ температуры 
t  – время 

U – Фурье образ скорости 
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wu v,,  – компоненты скорости, соответствующие коор-

динатам zyx ,,   

wu  ,v,  – соответствующие турбулентные пульсацион-

ные компоненты скоростей 

x – массовое паросодержание 

, , ,  − волновые числа 

α – коэффициент теплоотдачи, коэффициент теплового рас-

ширения 

 - коэффициент диффузии 

Γ – гамма функция 

δ – дельта функция 

ε –скорость диссипации 

ζ – коэффициент объемного расширения 

λ – теплопроводность, параметр возмущения 

μ – динамическая вязкость 

 – кинематическая вязкость 

ρ – плотность 

, ,  – частота 

s  – поверхностное натяжение 

w  – поверхностное трение 

 – пористость, объемное содержание фаз теплоносителя  

Ψ – функция тока 

 

Индексы: 

н – насыщение 

эфф, eff  – эффективный параметр 
  – вектор 

b  – величина соответствующая термодинамически равно-

весным продуктам сгорания 

c, h, k, l, m, n, r, s, ο – проекции на координаты 

t – турбулентные параметры 

w – параметры на стенке, на границе раздела  

0 – начальное значение 
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ГЛАВА 1. ОСНОВЫ РЕНОРМАЛИЗАЦИОННО 

ГРУППОВОГО АНАЛИЗА  

ТУРБУЛЕНТНОСТИ 

1.1. Базовые положения 

Для расчета процессов турбулентного переноса тепло-

ты, импульса и массы часто используются эмпирические 

модели турбулентной вязкости различного порядка (порядок 

модели определяется количеством дополнительных диффе-

ренциальных уравнений, замыкающих систему уравнений 

Навье–Стокса и Фурье–Кирхгофа). При этом в зависимости 

от характера течения могут варьироваться численные значе-

ния констант модели, а также добавляться дополнительные 

члены в уравнения [1,2]. В последние десятилетия активно 

развивается ренормализационный анализ турбулентности, 

который позволяет получить теоретические значения кон-

стант моделей турбулентности и унифицировать сами моде-

ли для различных типов потоков. 

Методы ренормализационной группы (ренормгруппы) 

были первоначально развиты в квантовой теории поля [3,4]. 

Затем эти методы успешно использовались для анализа кри-

тических явлений при фазовых переходах второго рода [5–

7]. Позже они нашли применение и для описания развитой 

турбулентности. Однако перед тем, как непосредственно пе-

рейти к ренормализационному анализ турбулентности, рас-

смотрим основные идеи данного метода. 

Начнем с эвристических построений Каданоффа (см. 

монографии [8,9]). Каданофф выдвинул идею, объясняю-

щую автомодельность (подобие) некоторых термодинамиче-

ских соотношений при масштабных преобразованиях. Им 

была рассмотрена d-мерная решетка ферромагнитного мате-

риала, которая разбивается на отдельные ячейки. Каждая 

ячейка содержит определенное количество узлов решетки. 

Каждый узел характеризуется магнитным моментом. По су-



 21 

ществу идея Каданоффа состоит в том, что момент ячейки, в 

некотором смысле, ведет себя подобно моменту узла, т. е. 

ориентирован в каком-то направлении. Следовательно, мо-

мент узлов формирует момент ячейки. Далее ячейки могут 

быть объединены в более крупные блоки с соответствую-

щим моментом. Этот процесс укрупнения можно продол-

жить (рис 1.1). На каждом шаге укрупнения соблюдается 

подобие структуры, т. е. ячейки ведут себя подобно отдель-

ным узлам, если рассматривать эти ячейки в большем мас-

штабе. 

Описанная система может быть охарактеризована га-

мильтонианом (гамильтонов подход  [10]). Для определения 

этого гамильтониана можно использовать метод ренормали-

зационной группы. В соответствии с этим методом, сначала 

определяется гамильтониан взаимодействия Н0 двух узлов, 

отделенных расстоянием L. Затем находим эффективный га-

мильтониан Н1 блока размером 2L (коэффициент 2 взят про-

извольно). Это шаг означает процесс осреднения, который 

оставляет вне рассмотрения в среднем эффекты масштаба L. 

Далее процесс укрупнения в расчете гамильтониана про-

должается, и таким образом, на п-ом шаге находим гамиль-

тониан Нп для области размером 2
п
L. При этом из рассмот-

рения исключаются масштабы размером 2
п-1

L и меньше.  

 
Рис. 1.1. Блочная структура 

Описанная процедура позволяет ожидать, что форма 

гамильтониана ячейки будет подобна модели отдельного уз-
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ла, но параметры, от которых зависит гамильтониан, будут 

другие. 

Они будут перенормированы (ренормализованы) с уче-

том укрупнения масштаба рассмотрения. Вышеупомянутый 

процесс ренормализации может быть выражен как группа 

повторяющихся преобразований: 

     
nn

HHgHHgHHg 
12110

...,,, .  (1.1.1) 

На каждом шаге каскадного процесса производится увели-

чение масштаба и изменение параметров задачи для того, 

чтобы гамильтониан всегда имел одну и ту же форму в пре-

образованных координатах. Именно такая процедура ведет к 

перенормировке, а преобразования (1.1.1) определяют про-

стую группу. Таким образом, ренормгруппу можно опреде-

лить как группу преобразований симметрии, но обладаю-

щую рядом свойств не свойственных обычным группам 

симметрии [8]. Эти свойства станут понятны из дальнейшего 

рассмотрения. 

Если итерационные преобразования ведут к результату 

1


nn
HH ,      (1.1.2) 

где Нп+1 = g(Нп), то Нп = НN является фиксированной точкой, 

которая соответствует критической точке в теории фазовых 

переходов второго рода. Из (1.1.2) следует, что в этой точке 

необходимость в дальнейшем итерационном масштабирова-

нии отпадает, т. е. гамильтониан будет инвариантом при 

дальнейших масштабных преобразованиях. 

Если состояние физической системы представить точ-

кой в многомерном пространстве, координаты которого есть 

силы взаимодействия, то масштабные преобразования будут 

перемещать эту точку. Таким образом, действие ренорм-

группы должно переместить систему по траектории в соот-

ветствии с последовательностью масштабных операций, иг-

рающих роль времени. Результирующая фиксированная 

точка определяется решением уравнения 

 
NN

HHg  ,      (1.1.3) 
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т. е. последующие преобразования не перемещают данную 

точку – она остается неподвижной (фиксированной). Урав-

нение (1.1.3) представляет собой функциональное уравнение 

ренормализационной группы. На основании этого уравнения 

можно получить дифференциальное уравнение ренормали-

зационной группы или уравнение Гелл-Манна – Лоу [4,11]. 

Эти вопросы будут рассмотрены ниже. 

Решение уравнения (1.1.3) не зависит от начального 

взаимодействия Н0. Это обусловлено универсальностью по-

ведения в фиксированной (критической) точке. В случае 

турбулентности это свойство означает, что ренормализован-

ная эффективная вязкость не будет зависеть от молекуляр-

ной вязкости, с которой начинается процедура перенорми-

ровки. 

При больших числах Рейнольдса в режиме развитой 

турбулентности реализуется каскадный механизм Ричардсо-

на переноса энергии по спектру волновых чисел через по-

следовательность взаимодействий мод близких масштабов – 

локальные взаимодействия [12,13]. Это означает, что взаи-

модействуют вихри приблизительно одинаковых масштабов, 

а взаимодействие вихрей с существенно различающимися 

масштабами реализуется посредством многоступенчатой 

каскадной последовательности взаимодействий через вихри 

промежуточных масштабов. В данном случае следует разли-

чать динамические эффекты взаимодействия вихрей близких 

масштабов и непосредственные взаимодействия вихрей с 

существенно различающимися масштабами, сводящиеся к 

кинематическим эффектам переноса крупномасштабными 

пульсациями мелкомасштабных [14]. Поскольку спектр раз-

витой турбулентности формируется только за счет динами-

ческих взаимодействий, то возникают проблемы описания 

турбулентности на основе анализа статистических решений 

уравнений гидродинамики (уравнений Навье–Стокса). Пер-

вая проблема заключается в том, что межмодовое взаимо-

действие является предельно сильным, поскольку эффек-
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тивным параметром разложения в ряд теории возмущений 

оказывается число Рейнольдса, так что ряд является расхо-

дящимся. Вторая проблема связана с тем, что турбулизован-

ная жидкость содержит большое число мод осцилляций раз-

личных масштабов. Причем моды всех масштабов играют 

существенную роль в каскадном механизме переноса энер-

гии по спектру волновых чисел, т. е. в данном случае мы 

сталкиваемся с проблемой описания многомодовой системы 

при отсутствии выделенного характерного масштаба.  

Метод, на основе которого можно преодолеть указанные 

трудности – это метод ренормализационной группы, так как 

данный метод представляет собой способ исследования 

крупномасштабного поведения многомодовой системы с 

сильным межмодовым взаимодействием и большой протя-

женностью спектра характерных масштабов [6]. 

Согласно изложенной выше идеологии ренормализа-

ционного анализа определяется усредненное влияние мел-

комасштабных (высокочастотных) мод на крупномасштаб-

ные с помощью итерационного усреднения по узкой полосе 

спектра волновых чисел мелкомасштабных мод. Усреднен-

ное влияние сводится к ренормализации (перенормировке) 

параметров, характеризующих систему. В данном случае, т. 

е. при исследовании турбулентности, такими параметрами 

являются эффективная вязкость и амплитуда эффективных 

случайных сил. 

В работе [15] впервые была использована ренормали-

зационная техника, ранее развитая в теории критических яв-

лений, для описания турбулентности, возбуждаемой стати-

стически задаваемой случайной силой. В [16] также был ис-

пользован ренормгрупповой подход к исследованию турбу-

лентности, но на основе полевой формулировки. При этом 

можно вычислить лишь показатели степенного поведения 

(индексы скейлинга) статистических моментов турбулент-

ных пульсаций поля скорости, но не амплитудные числовые 

множители. Однако индексы скейлинга можно определить 
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исходя из соображений размерности. В этом плане ренорма-

лизационная техника не дает новых результатов [17]. Позже 

было показано [18], что использование метода ренормо-

группы в крупномасштабном пределе позволяет найти также 

и амплитудные числовые коэффициенты, которые являются 

универсальными константами, т. е. не зависят от характери-

стик системы в области больших волновых чисел и, в част-

ности, от молекулярной вязкости. В последствии значитель-

ный вклад в развитие данного направления в исследовании 

турбулентности внесли Яхот и Оржег [19,20]. 

 

1.2. Переход в фазовое пространство  

Для того чтобы работать в пространстве волновых чи-

сел и частоты необходимо «перевести» в это пространство 

уравнение Навье–Стокса. Это можно сделать с помощью 

комплексного преобразования Фурье [21].  

Запишем уравнение Навье–Стокса в дивергентной 

форме 
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где fn – внешняя соленоидальная сила, 
0

  – символический 

параметр, который введен для удобства. 

В (1.2.1) используем индекс «0» для молекулярной вязкости, 

чтобы выделить этот параметр, так как далее с него начнется 

процедура перенормировки. 

Фурье-образы слагаемых в (1.2.1) имеют вид: 
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где κ


 – вектор волнового числа, x


 – вектор координаты точ-

ки, d – размерность пространства, Wnm – Фурье-образ произ-

ведения двух компонент скорости. В (1.2.1) с представляет 

собой величину ультрафиолетового обрезания в пространст-

ве волновых чисел. Далее вводим допущение, что моды ско-

рости исчезают при  > с   [20]. Это равносильно предпо-

ложению, что влияние отбрасываемых при этом мелкомас-

штабных мод сводится к замене молекулярной вязкости 0 

на некоторое, зависящее от параметра обрезания, перенор-

мированное значение 0 = 0(с). Схожая ситуация естест-

венным образом возникает при численном моделировании 

турбулентных течений, когда подсеточные моды лежат вне 

пределов разрешимости конечно—разностной схемы с ха-

рактерным масштабом с
-1

. При этом усредненное влияние 

этих мод учитывается введением подсеточной вязкости 

0(с). 

Подставляем образы (1.2.2) в исходное уравнение 

(1.2.1), производим операцию дифференцирования тех сла-

гаемых (1.2.1), которые необходимо продифференцировать. 

Таким образом, получен интеграл равный нулю. При произ-

вольных значениях величин, входящих в подынтегральное 

выражение, это означает, что само подынтегральное выра-

жение должно быть равно нулю. Сократив экспоненциаль-

ный множитель, имеем 
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— пропагатор нулевого порядка, 
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Пропагатор нулевого порядка по сути является функ-

цией Грина. Это можно легко показать. Для упрощения вы-

кладок последующая процедура будет проведена не на осно-
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ве полного преобразования Фурье, а будет использовано 

лишь преобразование Фурье по координатам. По этой же 

причине рассмотрим уравнение движения лишь в линейном 

приближении, без учета инерционных членов. Это, как бу-

дет видно из дальнейшего, соответствует нулевому члену в 

ряде разложения теории возмущений. 

 Можно ввести линейную функцию G0(;t,t) для изо-

топного поля, которая, по сути, является функцией Грина. 

Эта функция может быть введена через тензор Грина нуле-

вого порядка, который удовлетворяет линеаризованному 

уравнению Навье-Стокса 
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где Dnm() – соленоидальная структура такая, что 
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Таким образом, уравнение (1.2.6) с учетом (1.2.7) может 

быть упрощено до вида 
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Если учесть это соотношение, то решение уравнения Навье–

Стокса (1.2.1.) без учета нелинейных членов можно фор-

мально записать в виде квадратуры 
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где верхний индекс «0» указывает на то, что поле скорости 

является решением уравнений Навье–Стокса при 0
0
 . Это 

решение отражает реакцию системы исключительно на вяз-

кие эффекты. 

Используя формальную запись (1.2.9) можно пока-

зать, как мода  реагирует на влияние вязкости в промежу-

ток времени t - t. Для этого проинтегрируем уравнение 

(1.2.9) при условии 

   tutu  ,,   при  tt  . 
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Это дает  

       tuttktuttkGtu  ,exp,,;, 2

0
  (1.2.10) 

Как видно выражение (1.2.8) является уравнением для вяз-

костного пропагатора нулевого порядка, и функция Грина 

совпадает с пропагатором нулевого порядка. 

Далее необходимо исключить из (1.2.3) Фурье-образы 

P и Wnm. Начнем с давления. Чтобы исключить давление, 

применим операцию дивергенции к уравнению (1.2.1) в век-

торной форме с учетом соленоидальности fn. В результате 

получаем уравнение Пуассона для давления 

 

mn

mn

xx

uu
p








2

21
.     (1.2.11) 

Если это уравнение подвергнуть преобразованию Фурье, то 

получим 
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или, если использовать другие индексы 
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Подстановка последнего равенства в (1.2.3) дает 
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При выводе (1.2.14) использовалось свойство символа Кро-

некера: 

lnmmnlmlnlnm
 ,WW .   (1.2.15) 

Уравнение (1.2.14) можно записать с помощью других ин-

дексов 
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Сложив (1.2.14) и (1.2.12), и затем, разделив результат на 

два, получим 
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где 
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— оператор поперечного проектирования. 

Теперь осталось исключить из (1.2.17) Wml. Для этого 

используем теорему о свертке [23], согласно которой 
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Подставив это выражение в (1.2.17), получим окончательно 
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 (1.2.21) 

где символический параметр 0 введен для удобства при по-

строении теории возмущений. В окончательном результате 

следует принять 0 = 1. 

Сейчас необходимо сказать несколько слов о Фурье-

образе случайной возбуждающей силы F, которая входит в 

уравнение (1.2.12). Дело в том, что в работе [20] использует-

ся процедура, так называемого, *-разложения (эпсилон -

разложения), а сам параметр * определялся через показа-

тель степенного поведения корреляционной функции эф-

фективных случайных сил. Эта корреляция берется в виде 
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где дельта–функция Дирака  гарантирует статистическую 

однородность корреляционной функции в пространстве и 

времени. 

В формуле (1.2.22) степенная зависимость от волново-

го числа соответствует гипотезе о подобии турбулентных 

пульсаций различных масштабов. Параметр * является 

произвольным. Однако следует выделить два значения *. 

Первое выделенное значение – это * = 0. В этом случае без-
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размерный комплекс D0/
3
 становится фактическим пара-

метром разложения в ряд теории возмущений. При этом от-

сутствует характерный масштаб длин в параметре разложе-

ния, т. е. имеет место масштабная инвариантность. В соот-

ветствии с [6] указанный факт свидетельствует о наличии 

логарифмической расходимости суммы ряда по модам. Рас-

ходимость такого вида может быть устранена с помощью 

процедуры перенормировок. Этот вопрос подробнее будет 

рассмотрен ниже. 

Второе выделенное значением – это * = 4. В этом слу-

чае константа D0 имеет размерность скорости диссипации 

энергии. Скорость диссипации является единственным су-

щественным размерным параметром, определяющим уни-

версальный режим турбулентности в инерционном интерва-

ле. Поэтому можно сказать, что значение * = 4 соответству-

ет «реальной теории». Метод *- разложения заключается в 

аналитическом продолжении по * результатов, полученных 

вблизи точки * = 0 для «логарифмической» теории возму-

щения, к значению * = 4, соответствующему «реальной 

теории». Рассчитанные по теории возмущений числовые ко-

эффициенты, характеризующие турбулентность, берутся при 

* = 0 [20,23]. Результаты теоретических расчетов находятся 

в хорошем соответствии с экспериментальными данными. 

Успехи ренормализационной теории с использованием *-

разложения работы [20] дали импульс ряду исследований, в 

которых эта теория получила дальнейшее развитие [24–29]. 

В какой-то мере подобная процедура эпсилон - разложения 

использовалась в теории критических явлений при фазовых 

переходах второго рода [7]. 

 

1.3. Алгоритм ренормализационно-группового 

анализа 

Как уже отмечалось, основы процедуры ренормализа-

ционного анализа были разработаны в работе [15]. Согласно 
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идеологии этой работы данная процедура включает два эта-

па: 

1. Разбиение поля скоростей и силы на медленную и быст-

рую части 
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(где  – положительный параметр) с последующим исклю-

чением высокочастотных мод U
>
 путем решения уравнения 

для них и подстановкой полученного решения в уравнение 

для медленных мод U
<
. 

2. Перенормировка U, F и с таким образом, чтобы вновь 

полученное уравнение выглядело как исходное уравнение 

Навье–Стокса. На этом этапе производится ренормализация 

коэффициентов переноса (эффективной вязкости). 

В соответствии с изложенным, подставим (1.3.1) и 

(1.3.2) в (1.2.12). В результате получим  
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 (1.3.4) 

с соответствующей интерпретацией индекса Mnml. 

Теперь необходимо исключить быстрые моды из урав-

нения (1.3.3). С этой целью применяется теория возмущений 

для быстрых мод. Для удобства дальнейших выкладок, со-

гласно [21], используем компактную запись и пренебрегаем 

нижними буквенными индексами. Вместо этого для быст-
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рых мод вводим нижние числовые индексы, обозначающие 

порядок в ряде возмущения. Таким образом, имеем 
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Выражение (1.3.5) является рядом, описывающим наимень-

шие ненулевые распространения возмущений. 

Рассмотрим процедуру простой теории возмущений 

дифференциального уравнения [30] 

   xfxL  ,      (1.3.6) 

где L – дифференциальный оператор, пространство которого 

включает переменную х. Предположим, что L можно пред-

ставить в виде 

I
LLL

00
 ,       (1.3.7) 

где индекс «I» обозначает ту часть оператора, которая опи-

сывает эффекты взаимодействия различных мод, а оператор 

0L  удовлетворяет уравнению 
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,      (1.3.8) 

причем    xx 
0

. Формально решение уравнения (1.3.8) 

можно записать через функцию Грина 
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 .     (1.3.9) 

Далее введем предположение, что функцию  x  можно 

представить в виде ряда 
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Комбинируя (1.3.6), (1.3.7) и (1.3.10), получим 
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Собрав коэффициенты при параметре 0 в одинаковых сте-

пенях, получим общее решение в виде ряда 
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Применим вышеизложенную процедуру для анализа 

выражения (1.3.3) на основе ряда (1.3.5). Слагаемые высоко-

го порядка, входящие в этот ряд, довольно громоздки в за-
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писи. Для удобства работы с рядами все члены этих рядов 

могут быть изображены графически в виде очень простых 

диаграмм - диаграмм Уайлда [31,32], которые являются ана-

логом фейнмановских диаграмм [33,34] в квантовой физике. 

Диаграммы описывают члены, получаемые в резуль-

тате интегрирования уравнения движения (1.2.21) и после-

дующего его усреднения по M. В этих диаграммах в каждом 

узле сходятся три линии: либо одна сплошная и две пунк-

тирные, либо две сплошные и одна пунктирная. Схемы диа-

грамм напоминают деревья, и поэтому их называют диа-

граммами типа дерево или древесными диаграммами. Слож-

ные «деревья» составляются из более простых в результате 

наращивания дополнительных ответвлений. Каждое дерево 

начинается с 

0U . Слагаемое n - ного порядка изображается 

суммой всех возможных диаграмм с n вершинами. Каждая 

диаграмма входит в эту сумму с множителем 212
mm  , где 

1
m  – 

число вершин, в которых сходятся по две сплошных линии, 

а 
2

m  – число вершин, где сходятся три сплошные линии, но 

происходит ассиметричное раздвоение диаграммы. 

Представим три основных составляющих уравнения 

(1.3.5) в таком виде: 

0U  – сплошная линия, оператор Грина 

(G0) – пунктирная линия, а параметр M – узловая точка. Ука-

занные основные изображения могут быть представлены как 

элементы диаграммы. 

Продемонстрируем процедуру разложения до третьего по-

рядка (рис.1.2).  
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Рис. 1.2. Диаграммы, соответствующие первым трем членам 

ряда (1.3.5) 

 

Начнем с нулевого члена разложения 

0U . Для этого подста-

вим (1.3.5) в обе части (1.3.4) и приравняем члены при оди-

наковых степенях 0. Это дает 

       ~F~~U
00

G .     (1.3.13) 

Аналогичным образом получается выражение для s = 1 

     
 

   

       


















~~U~U~~U~2U

~~U~U
2

~
κ~~U

000

1

1

01 d

dd
MG



.  (1.3.14) 

Как видно выражение для 

1U  представляет собой об-

раз нелинейного члена уравнения Навье - Стокса. Общее 
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представление в виде диаграммы выражения (1.3.14) состоит  

из трех элементов, которые соединены в узле. Эти три эле-

мента всегда показывают сохранение волнового числа. Та-

ким образом, волновое число элемента слева от узла равно 

сумме двух волновых чисел элементов правой части.  

 Из выражения для второго члена (s = 2) ряда 
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  (1.3.15)  

видно, что оно имеет два слагаемых М, и отсюда соответст-

венно диаграмма имеет две узловые точки. В нашем случае 

мы имеем  ,  и   .  

 Порядок расположения элементов диаграммы соот-

ветствует порядку расположения каждого члена в (1.3.15). 

При этом количество узлов диаграммы соответствует коли-

честву операторов М. Коэффициент 2 возникает вследствие 

квадратичности членов нулевого порядка. 

Общее правило составления диаграммы состоит в том, 

что мы умножаем диаграмму на 2 в двух случаях: 

(а) для каждого узла, который имеет только один эле-

мент 
0U , который присоединен к узлу; 

(б) каждое симметричное разветвление диаграммы. 

Третий член ряда имеет три узла, которые могут быть со-

единены двумя способами (рис.1.2). Коэффициент 4 возни-

кает из-за того, что имеется два узла, которые подпадают 

под выше упомянутое правило (а). Однако второй член этой 

диаграммы не имеет таких узлов, вследствие чего коэффи-

циент равен единице. 

Процедура разложения последующих членов ряда будет по-

добная [8]. 

 Сформулируем основные правила вычисления ряда 

теории возмущений с помощью диаграмм. 

1. Во всех диаграммах типа дерева соединим попарно 

все конечные точки, исключая начало дерева и его конец. 



 36 

2. Припишем каждой сплошной линии некоторое значе-

ние волнового вектора и частоты. Эти волновые векторы 

должны удовлетворять законам сохранения, т.е. волновые 

векторы, которые входят в каждый узел, должны быть рав-

ными суме соответствующих выходящих величин. 

3. Поставим в соответствие каждой сплошной линии 

параметр 
0U , каждой пунктирной 0G  и каждого узла М. 

4. Проведем интегрирование по всем частотам и волно-

вым векторам, значения которых не определяются законом 

сохранения правила 2. Каждому интегрированию по сово-

купности волнового вектора и частоты соответствует коэф-

фициент   1
2




d .  

Следующий шаг в процедуре перенормировки — это 

исключение быстрых мод из уравнения (1.3.3) для медлен-

ных мод, путем подстановки ряда (1.3.5) в (1.3.3), что дает 
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  (1.3.16) 

Теперь посредством осреднения можно исключить эффекты 

быстрых мод. При этом в процессе осреднения необходимо 

учитывать следующие правила [21]: 

1) Медленные моды являются статистически независимыми 

по отношению к быстрым модам и также являются инвари-

антами по отношению к операции осреднения 
  UU,FF .     (1.3.17) 

2) Осреднение 


0U  можно заменить осреднением F , учиты-

вая линейность связи (1.3.6). 

3) Возбуждающая сила статистически однородна, и, следо-

вательно 

      0~~U~Uκ 00   M ,    (1.3.18) 
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из-за наличия дельта-функции Дирака в (1.2.22), так как 

  00 M .      (1.3.19) 

4) Для быстрых мод справедливы следующие правила ос-

реднения 

0.U,0F        (1.3.20) 

5) Возмущающая сила подчиняется гауссовскому распреде-

лению вероятности. Поэтому 

0FFF  ,      (1.3.21) 

а, следовательно, и 

0UUU  .      (1.3.22) 

В силу отмеченных правил, при осреднении (1.3.16) 

член правой части при нулевой степени 0 не изменяется, в 

члене при первой степени 0 остается лишь первое слагае-

мое. Рассмотрим подробнее, что происходит с членом при 

квадрате 0. В процессе осреднения быстрая мода (1.3.16) 

заменяется в соответствии с (1.3.15) следующим образом 
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  (1.3.23) 

Учитывая это выражение и приведенные выше правила ос-

реднения, преобразуем выражение при квадрате 0. Резуль-

тат следующий 
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 (1.3.24) 

Последнее слагаемое правой части этого равенства может 

быть преобразовано с учетом (1.2.22) и (1.3.6), когда произ-

водится замена быстрых мод скорости на быстрые моды 
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случайной силы. Таким образом, имеем для этого слагаемо-

го 
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 (1.3.25) 

Здесь при интегрировании по ~  учитывалось свойство 

  ~~δ . Учет последних двух соотношений позволяет преоб-

разовать (1.3.16) к виду 
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 (1.3.26) 

где 
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 (1.3.27) 

— поправка, ренормализующая молекулярную вязкость. 

При записи (1.3.26) и (1.3.27) мы вернулись к использова-

нию нижних индексов, а также учли правило 

         ,κUκ,κUκ


nhmlhnml
MM .   (1.3.28) 

Как отмечалось, процесс перенормировки продолжает-

ся до фиксированной точки, определяемой равенством 

(1.1.2). В работе [15] показано, что по мере приближения к 

фиксированной точке последнее слагаемое правой части 

(1.3.26) вырождается, стремясь к нулю. Следовательно, в 

этом приближении уравнение (1.3.26) можно представить в 

виде 
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 (1.3.29) 

где 

     1

0

2 Δ


 iG     (1.3.30) 

— ренормализованный пропагатор. 

Если теперь переименовать переменные в (3.29), убрав 

символ медленных мод, то сразу приходим к исходному 

уравнению (1.2.21). Таким образом, первый этап ренормали-

зации закончен, в результате которого получено уравнение 

(1.3.29), определенное на интервале  

  exp0
c

,     (1.3.31) 

в то время как исходное уравнение (1.2.21) было справедли-

во для всей рассматриваемой области (рис. 1.3) 

c
0 .      (1.3.32) 

 
Рис. 1.3. 

На этом этапе были удалены из рассмотрения моды интер-

вала 

 
ccc

 exp ,    (1.3.33) 

а их влияние учтено введением перенормированной вязко-

сти. Затем процедура ренормализации может быть продол-

жена с целью исключения мод из сферического слоя 
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cc
       (1.3.34) 

и т. д. 

Исходя из сказанного, можно определить ренормали-

зационную группу следующим образом [25]: «ренормализа-

ция» представляет собой переопределение U, F и с без до-

полнительного масштабирования, а «группа» есть множест-

во операций исключения и аппроксимационных процедур, 

относительно которых исходное уравнение (1.2.21) является 

инвариантом. 

Для получения дифференциального уравнения, описы-

вающего эффективную вязкость необходимо вычислить ин-

теграл (1.3.18). Сначала берется интеграл по всему спектру 

частот 
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 (1.3.35) 

Для того, что бы взять этот интеграл можно воспользоваться 

теоремой, согласно которой несобственный интеграл перво-

го рода в пределах от - до  равен коэффициенту 2i, ум-

ноженному на сумму вычетов подынтегральной функции в 

особых точках верхней полуплоскости. В данном случае по-

дынтегральная функция имеет три полюса 
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Как видно имеется два полюса в верхней полуплоскости: 1 

и 3. Следовательно 
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  (1.3.37) 
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где символ Res означает вычет, который, по сути, является 

коэффициентом ряда Лорана разложения функции при 
-1

. 

Далее необходимо взять интеграл по пространству 

волновых чисел. Процедура взятия этого интеграла подроб-

но рассмотрена в работе [35]. Этот интеграл берется в энер-

гетическом пределе   0,   0, так как в основном низ-

кочастотные гармоники дают вклад в коэффициенты турбу-

лентно переноса. Следовательно, последнее слагаемое в 

знаменателе (1.3.37) отбрасывается, а оставшееся выражение 

можно упростить, используя биноминальный ряд по волно-

вым числа 
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   (1.3.38) 

где для простоты записи убран верхний индексы у операто-

ров М, 

*ε4 dy .      (1.3.39) 

Далее представим (1.3.38) через операторы поперечного 

проектирования без учета постоянного множителя 
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   (1.3.40) 

Для того чтобы взять интегралы от всех слагаемых (1.3.40) 

используем следующие правила для многомерных интегра-

лов [36] 
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где Г – полная гамма-функция. В частности, из (1.3.42а) сле-

дует 
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где  
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       (1.3.46) 

– площадь поверхности единичной d – мерной сферы. 

 Используя формулы (1.3.43) – (1.3.45), проинтегриру-

ем каждое слагаемые (1.3.40), заменив, для удобства после-

дующих преобразований, оператор Мhml на оператор Мnml на 

основе трансформации (1.3.28). Следовательно, первое сла-

гаемое имеет вид 
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Для второго слагаемого (1.3.40) в соответствии с формулой 

(1.3.41) получаем 
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Наконец, третье слагаемое (1.3.40) дает 

   
 

 
 

 
*ε

1*εexp

2

2

κ

*ε

2

exp

4

2

c

nhd

yjj
lthnml

MS
dd

dMM

c

c
























    (1.3.49) 

Подставляя (1.3.47) – (1.3.49) в (1.3.27), получаем поправку к 

молекулярной вязкости, которая равна 
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где 
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 В работе [20] интеграл по волновым числам берется 

несколько иначе – на основе замены аргумента 

κ
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 .      (1.3.52) 

На основе этой замены интеграл от (1.3.37) с учетом транс-

формации (1.3.28) по волновым числам 
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принимает вид 
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            (1.3.53,б) 

Далее, разлагая подынтегральное выражение в ряд Макларе-

на при   0, получим 
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Используя, соотношения (1.3.44) – (1.3.45), проинтегрируем 

оба слагаемых (1.3.54) в пределе   0. Это дает 
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Складывая R11 и R12 и учитывая прединтегральный множи-

тель (1.3.27), приходим к (1.3.49). 

 Подобным же образом, на основе замены (1.3.51), ин-

теграл по волновым числам вычислялся в работе [20]. Одна-

ко при вычислении интеграла не было учтено изменение об-

ласти интегрирования при замене переменных. В результате 

было получено следующее выражение 
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dd

dd
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Формулы (1.3.57) только при * = 0 переходят в (1.3.51). Как 

будет показано ниже, значение * = 4 приводит к колмого-

ровсому спектру турбулентности. Поэтому в [20] введена 

концепция *-разложения, которая обосновывает возмож-

ность использования обоих значений * = 0 и * = 4. Однако 

очевидно, что необходимость использования концепции *-

разложения отпадает из-за некорректности вычислений [20]. 

 

1.4. Турбулентная вязкость 

В предыдущем параграфе была получена ренормали-

зационная поправка к молекулярной вязкости (1.3.50). Осно-

вываясь на ней, получим выражение для ренормализованной 

турбулентной вязкости и эффективной вязкости. 

Из (1.3.50) следует, что ренормализованная эффек-

тивная вязкость определяться формулой 
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Для получения дифференциального уравнения для эффек-

тивной (турбулентной) вязкости продифференцируем (1.4.1) 

по  в пределе   0 [20], т. е. устремляя разницу между ло-

кальными волновыми числами обрезания к нулю в соответ-

ствии с (1.3.31). В результате получим 
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.      (1.4.2) 

В правой части этого уравнения вязкость записана без нуле-

вого индекса, так как на каждом шаге итерационного ис-

ключения быстрых мод ренормализуется то значение вязко-

сти, которое было получено на предыдущем шаге. При усло-

вии   0 значения вязкости в обеих частях (1.4.2) имеют 

одинаковое значение. 

На основе (1.3.33) находим 

cc
dd 

1 .      (1.4.3) 

Учитывая это выражение и отбрасывая штрих при волновом 

числе обрезания (так как   0), преобразуем (1.4.1) к виду 
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Это же уравнение получено в работе [25] из уравнения 

(1.3.50) путем непосредственного предельного перехода c' 

 c. В этой же работе наглядно продемонстрирована вся 

схема процедуры ренормализации.  

Интегрирование уравнения (1.4.4) при условии 
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дает следующее выражение для эффективной вязкости 
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где d — характерное волновое число диссипативных мас-

штабов турбулентности. Соотношение (1.4.6) получено в 

пределе крупномасштабных мод c << d. Поэтому из (1.4.6) 

следуют выражения для эффективной вязкости 
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и турбулентной вязкости 
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В формулах (1.4.7) и (1.4.8) положено 0 = 1, как отмечалось 

выше. Эти формулы выражают зависимость эффективной и 

турбулентной вязкостей от волнового числа. При * = 4 ха-

рактер формулы (1.4.8) отвечает гейзенберговскому типу 

вязкости [21] 
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при условии, что энергетический спектр описывается колмо-

горовской зависимостью (рис. 1.3) 
3/53/2 

K
CE ,      (1.4.10) 
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где СK = 1,3  2,3 — константа Колмогорова. 

Формула, аналогичная (1.4.8) предложена также в ра-

боте [37], исходя из простой модели без привлечения ренор-

мализационной теории. Однако, именно метод ренормгруп-

пы позволил получить коэффициент при волновом числе, не 

используя эмпирические данные. 

Неудобство формул (1.4.7) и (1.4.8) для практических 

расчетов заключается в том, что они отражают зависимость 

эффективной (турбулентной) вязкости от волнового числа. 

Желательно выразить вязкость как функцию иных парамет-

ров потока, которые более просто определить. Следователь-

но, необходимо исключить волновое число из (1.4.8). Для 

этого вычислим спектр энергии турбулентности, который 

определяется соотношением [18] 
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где символ Tr означает след матрицы, т. е. сумму ее диаго-

нальных членов. Для вычисления этого интеграла использу-

ем выражения (1.2.22) и (1.3.13). В результате получаем 
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Если использовать (1.4.8), то последнее выражение перехо-

дит в 
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При выводе (1.4.13) в формуле для вязкости c заменено на 

, так как выражение (1.4.8) справедливо для всего инерци-

онного диапазона. В случае * = 4 соотношение (1.4.13) [37] 

воспроизводит закон Колмогорова для инерционной части 
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спектра, а параметр D0 может быть интерпретирован как ве-

личина, пропорциональная скорости диссипации . В трех-

мерном потоке (d = 3) и при * = 4 последнее соотношение 

принимает форму [20] 
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Теперь необходимо установить связь между D0 и . Это 

можно сделать различными способами. В работе [20] для 

этого используется уравнение энергетического баланса тур-

булентности для инерционного диапазона. В алгебраической 

форме это уравнение имеет вид [38,39]. 
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Подстановка (1.4.8) в (1.4.15) дает 
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Значения dA
~

 вычисляется в соответствии с (3.51). Тогда пре-

дыдущее выражение можно переписать так 
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Подставим это выражение в (1.4.10) и приравняем, получен-

ный результат (1.4.14). Это дает алгебраическое уравнение, 

решение которого есть 

 



575,1

2
2

0 d

d
S

D .     (1.4.18) 

Исключив из (1.4.17) и (1.4.18) D0 и , получим теоретиче-

ское значение константы Колмогорова 
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K

C .      (1.4.19) 

На основе (1.4.10) вычисляем кинетическую энергию турбу-

лентных пульсаций 
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Теперь исключим из (1.4.8) и (1.4.20) c. Это, с учетом 

(1.4.19), приводит к ренормгрупповой (RNG) формуле тур-

булентной вязкости k- — модели 
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.   (1.4.21) 

Полученное значение RNG коэффициента С = 0,0847 при-

мерно на 6% меньше эмпирической величины С = 0,09, что 

говорит о довольно хорошем согласовании теории и экспе-

римента. 

Для получения теоретических значений констант СK и 

С можно использовать иной путь. Согласно [26] для скоро-

сти диссипации энергии в области подсеточных мод спра-

ведливо соотношение 
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c
dE

κ

0

2 κκκκν2ε .     (1.4.22) 

Подставим в (1.4.22) формулу (1.4.14), в результате находим, 

что  = 4/3 в формуле (1.4.18). Далее подставляем (1.4.18) в 

(1.4.14) и затем определяем, с учетом значения , константу 

Колмогорова СK =1,436. Это в свою очередь позволяет опре-

делить коэффициент С = 0,1 в формуле (1.4.21). 

Следующий способ определения RNG коэффициентов 

— это использование дифференциального уравнение энерге-

тического баланса турбулентности для инерционного диапа-

зона. Такое уравнение было предложено в работе [40] 

0νκ2ε 21 


 E
d

dE
E .     (1.4.23) 

С учетом (1.4.8) и (1.4.14) из (1.4.23) находим, что  = 5/3. 

Далее, по описанной выше схеме, определяем величины 

констант СK =1,667, С = 0,08. 

RNG значения коэффициентов СK, С и  сведены в 

таблицу 1.1 Значения коэффициента С, приведенные в таб-

лице 1.1, хорошо согласуются с экспериментальными дан-

ными [41]. 
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Таблица 1.1 

Модель СK С   Ba cS  ε 

(1.4.15) 1,605 0,0847 1,575 1,152 0,00616 0,391 0,014 

(1.4.22) 1,436 0,1 4/3 1,031 0,00566 0,374 0,027 

(1.4.23) 1,667 0,08 5/3 1,197 0,00633 0,396 0,011 

 

В настоящем параграфе получена RNG формула 

(1.4.21) для турбулентной вязкости. Этот вопрос также был 

рассмотрен в [42-44]. Для ее практического применения не-

обходимо также получить дифференциальные RNG уравне-

ния для величин, входящих в модель турбулентности, а так-

же дифференциальные RNG уравнения переноса теплоты 

(массы). Этому вопросу будет посвящены последующие па-

раграфы. 

 

1.5. Ренормализационный анализ уравнения  

энергии 

Рассмотрим уравнения переноса пассивного скаляра. 

Это может быть температура, масса или другая скалярная 

величина. Для определенности проанализируем уравнение 

конвективного теплообмена, которое можно представить в 

дивергентной форме 
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где индекс «0» используется для удобства процедуры ре-

нормализации как и в случае рассмотрения уравнений На-

вье–Стокса (см. параграф 1.3). 

По аналогии с (1.2.2) введем Фурье-преобразование 

для температуры 

 
    




c

d

d
tiiddT

κκ
1

ωxκexpω,κωTκ
π2

1  .  (1.5.2) 

С учетом (1.5.2) переводим уравнение (1.5.1) в пространство 

волновых чисел и частоты 
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где 
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– температурный пропагатор, а '0 формальный параметр 

разложения, аналогичный 0. Уравнение (1.5.3) необходимо 

рассматривать совместно с уравнением (1.2.21). 

Повторяя процедуру параграфа 1.3, разбиваем поле 

температур на медленные и быстрые моды.  
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Подставим (1.5.5) в (1.5.3). В результате получим 
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 (1.5.6) 

Уравнение (1.5.6) включает быстрые и медленные моды. Да-

лее исключим из (1.5.6) быстрые моды температуры и ско-

рости путем введения формального разложения в ряд темпе-

ратуры 
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по параметру '0 подобно (1.3.5). Подставив (1.5.7) в обе 

части уравнения (1.5.6) и приравняв члены при одинаковых 

степенях '0, приняв '0 = 0, получим выражения для членов 

ряда (1.5.7). В итоге для 0s имеем 
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 ,      (1.5.8) 

для 1s  составляющая ряда имеет вид 
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Следуя той же процедуре, что и для уравнения движения, 

подставим ряд (1.5.7) с учетом (1.5.8) и (1.5.9)  в уравнение 

(1.5.6). Далее собираем члены при одинаковых степенях '0 

= 0 с учетом разбиения волновых чисел на быстрые и мед-

ленные. В результате получаем уравнение для медленных 

мод температуры 
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 (1.5.10) 

Оценим величину слагаемых, входящих в уравнение (1.5.10), 

используя правила (1.3.17) – (1.3.22), а также учитывая, что 
  TT  0T  .     (1.5.11) 

Получаем, что второе слагаемое коэффициента при 0λ  и 

первые два слагаемых коэффициента при 2

0λ  равны нулю. 

Рассмотрим последнее слагаемое этого коэффициента при 
2

0λ  
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Далее используя свойства дельта – функции, преобразуем 

последний интеграл к виду 
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С учетом изложенного, уравнение (1.5.10) будет иметь вид: 
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  (1.5.14) 

Согласно процедуре ренормализации уравнение (1.5.14) 

преобразуется в исходное уравнение (1.5.3), если в левой 

части (1.5.14) пропагатор нулевого порядка GT0 заменить на 

ренормализованный пропагатор 

     1

0

2 Δ


 aaiG
T

,    (1.5.15) 

где 
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– поправка, ренормализующая температуропроводность.  

Вычислим интеграл (1.5.16) в пределе   0,   0. 

Для этого представим этот интеграл в виде 
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Сначала берем интеграл по частотам, используя теорему 

Коши. Этот интеграл равен сумме вычетов в полюсах верх-

ней полуплоскости 
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умноженной на коэффициент 2i. В результате, с учетом 

разложения подынтегрального выражения в биноминальный 

ряд по волновому числу, получим 
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Пренебрегая вторым слагаемым в подынтегральном выра-

жении, находим 

   
 
 















c

c

d

mn

yy

nmd

mn d
a

D
a

exp

64

000

1

0

2

0

2
σσσσσ

ννπ2

λ2

κ

κκ . (1.5.20) 

Использование правил (1.3.43) и (1.3.44) дает следующее 

выражение 
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Следовательно, эффективная ренормализованная температу-

ропроводность будет иметь вид 
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Как и в случае вязкости, продифференцируем это выражение 

по  в пределе   0 (см. параграф 1.3). На основе аналогич-

ных рассуждений, получим дифференциальное уравнение, 

подобное (1.4.2) 
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Вводя турбулентное число Прандтля, перепишем это выра-

жение с учетом (1.4.2) 
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Отсюда получаем следующее дифференциальное уравнение 

для турбулентного числа Прандтля 
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Решение (1.5.25) при условии, что PrPr t  при 0νν   имеет 

вид 
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где 
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Решение дифференциального  уравнения (1.5.26) для трех-

мерного пространства (d = 3) дает [20, 45] 
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В области высоких чисел Рейнольдса, т. е. при полностью 

развитой турбулентности, когда 0/  0, из (1.5.26) нахо-

дим 
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что в итоге дает 
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t

.     (1.5.30) 

В итоге ренормализированное уравнение энергии будет 

иметь вид: 
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Подобным образом может быть получено выражение для 

турбулентного числа Шмидта, связывающее вязкость и ко-

эффициент диффузии. 

 

1.6. Ренормализационный анализ уравнений  

кинетической энергии турбулентности и  

скорости диссипации 

Для замыкания модели турбулентности, кроме уравне-

ний Навье–Стокса, теплообмена и массообмена, необходи-

мы также уравнения для кинетической энергии турбулент-

ности и скорости диссипации, чтобы на основе формул 

(1.4.21) и (1.5.28) можно было бы рассчитывать коэффици-

енты турбулентного переноса. 



 56 

Начнем с рассмотрения уравнения для кинетической 

энергии турбулентности. Это уравнение может быть полу-

чено непосредственно из уравнений Навье–Стокса [46-49] 
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     (1.6.2) 

– слагаемое, описывающее генерацию турбулентной энер-

гии. Турбулентная вязкость t в (1.6.2) определяется по RNG 

формуле (1.4.21). Черта сверху означает осредненные ком-

поненты скорости. 

Выражение для образа кинетической энергии имеет 

вид [47-49] 
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Применив преобразования Фурье к уравнению (1.6.1), 

получим 
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где K, Gn и  – Фурье-образы кинетической энергии турбу-

лентности, генерации турбулентности и скорости диссипа-

ции соответственно. Уравнение (1.6.4), за исключением сла-

гаемого, содержащего давление, представляет собой уравне-

ние переноса пассивного скаляра с дополнительным членом 

«силы» Gn - . Ренормализационная процедура для такого 

уравнения была рассмотрена выше. Поэтому сейчас скон-

центрируемся на анализе слагаемого корреляции давление-

скорость (последнее слагаемое в (1.6.4)).  

Произведя разбивку, как обычно, на медленные и бы-

стрые моды, получим следующее выражение для этого сла-

гаемого 
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Для того чтобы исключить образ давления из (1.6.5), исполь-

зуем уравнение Пуассона (1.2.11). Фурье-образ этого урав-

нения имеет вид 
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После разбивки на моды и введения формального параметра 

возмущения 0 последнее уравнение приобретает форму 
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Весь вклад корреляционного слагаемого давление-

скорость в уравнение (1.6.4) до членов порядка 0
2
 произво-

дится подстановкой (1.6.7) в (1.6.6) с последующим исклю-

чением быстрых мод скорости на основе решения уравнения 

Навье–Стокса нулевого порядка (1.3.13).  

Все вклады в уравнение (1.6.4), которые вытекают из 

уравнений (1.6.6) и (1.6.7) можно разделить на два типа сла-

гаемых 
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которые в пределе   0 стремятся к нулю [20]. Следова-

тельно, корреляция давление-скорость не дает никакого 

вклада в RNG уравнение кинетической энергии турбулент-

ности. 
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Для «числа Прандтля кинетической энергии турбу-

лентности» K  может быть получено дифференциальное 

уравнение аналогичное уравнению для Prt с решением по-

добным (1.5.28): 

t

KK






 

0

3679,0
1

6321,0
1

3929,3

3929,2Pr

3929,0

3929,1Pr
.   (1.6.10) 

Следовательно, при полностью развитом турбулентном по-

токе 

7179,0329,1/1Pr 
K

.     (1.6.11) 

Таким образом, окончательный вид RNG уравнения 

кинетической энергии турбулентности следующий: 
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где Snm определяется в соответствии с (1.6.2), t – по форму-

ле (1.4.21), K – по (1.6.10) или принимается PrK = 0,7179. 

Последнее уравнение, необходимое для замыкания мо-

дели турбулентности — это уравнение для скорости дисси-

пации энергии. Скорость диссипации энергии для однород-

ной турбулентности определяется следующим уравнением 
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Продифференцируем это уравнение по времени 
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При выводе этого уравнения использовалось свойство воз-

можности изменения порядка дифференцирования. Заменим 

производную по времени от скорости с помощью уравнения 

Навье–Стокса без учета случайной силы. В результате полу-

чим 
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Рассмотри раздельно слагаемые I и II уравнения (1.6.15). 

Слагаемое I можно преобразовать следующим образом 
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  (1.6.16) 

Для преобразования слагаемого II рассмотрим выражение 

.2II

22

22

2

2
2

2

0

2
2

2

02

2

0

2
2

2

02

2

2

0

2

2

0

2

2

2

02

2

0
















































































































































lm

n

lm

n

m

n

ll

n

lm

n

l

n

ml

n

lm

n

l

n

ml

n

mm

xx

u

xx

u

x

u

xx

u

xx

u

x

u

xx

u

xx

u

x

u

xx

u

xx

  (1.6.17) 

Отсюда находим 
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При выводе выражений для слагаемых I и II учитыва-

лось уравнение (1.6.13). Теперь, подставив эти выражения в 

(1.6.15), получаем окончательный вариант уравнения для 

скорости диссипации энергии 
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  (1.6.19) 

Применив преобразования Фурье к (1.6.19), находим 
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где  
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 - поправка, учитывающая только быстрые составляющие 

мод (турбулентные пульсации) и потому подвергающаяся 

процедуре перенормировки. 

Далее приведем выражения для Y1, Y2, Y3. 
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- Фурье-образы слагаемых уравнения (1.6.20), отмеченных 

символами Y1, Y2, Y3 соответственно. 

Применив процедуру ренормализации к уравнению 

(1.6.20) с разбивкой скоростей и диссипации на быстрые и 

медленные моды, получим  
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В уравнении (1.6.25) слагаемые Y1, Y2, Y3 также разбиваются 

на быстрые и медленные моды. 
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где 
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       ~~~~~
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UUUg . 

Исключение медленных мод скорости и диссипации 

из уравнения (1.6.25) – (1.6.29) проводится также как и ра-

нее: все медленные моды диссипации в (1.6.26) – (1.6.29) ис-

ключаются используя уравнение (1.6.25), а медленные моды 

скорости исключаются используя уравнение Навье-Стокса. 

В результате формируется степенной ряд по числам Рей-

нольдса. Далее производится осреднение по случайной силе 

(1.3.17) в диапазоне 
cc

 . Вычисления производятся до 

второго порядка 
0

 . 

Интеграл в уравнении (1.6.25) подобный выражению 

для пассивного скаляра. Процедура перенормировки позво-

ляет получить поправку коэффициента диффузии 


 , для 
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чего исключаются быстрые моды из уравнения (1.6.25). Эта 

процедура исключения быстрых мод уже детально приведе-

на выше. В результате второй, третий и четвертый члены в 

подынтегральном выражении (1.6.25) вносят корректировку 

в коэффициент кинематической вязкости. 
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В работах [20, 50, 51] показано, что в уравнении 

(1.6.27) вклад корреляции давление-скорость равен нулю 

при 2

0
 , поэтому выражение (1.6.27) равно нулю. Далее рас-

смотрим слагаемые (1.6.26), (1.6.28). 

После исключения мод из интервала 
cc

 , вы-

ражение для Y1 может быть записано в виде: 
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где 
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После выполнения интегрирования по частоте в пре-

деле 0  получим из (1.6.32) 
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и из (1.6.33)  
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Далее проводим интегрирование по волновым числам 

в пределе 0 . Это дает  
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Последние слагаемые в (1.6.36) и (1.6.37) компенсируют 

друг друга при подстановке указанных выражений (1.6.31).  

Далее исключим медленные моды из (1.6.28) и (1.6.29). В 

результате получаем  
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В случае изотропной  однородной турбулентности в 

(1.6.38) последнее слагаемое исчезает. Подставим (1.6.30), 

(1.6.34) и (1.6.38) в (1.6.25) и в результате получим 
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где слагаемое Gn  будет расписано далее. Пропагатор, кото-

рый входит в (1.6.39) имеет вид: 
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][ 


 iG     (1.6.40) 

После итерационной процедуры перенормировки получаем 

из (1.6.39)  
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где параметры а и b определяются из рекурсивного выраже-

ния, выведенного из (1.6.36)  
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При этом 
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 iG .     (1.6.44) 

Дифференциальные уравнения (1.6.42) и (1.6.43) мо-

гут быть решены в пределе  . В итоге получаем, что 
23a       (1.6.45) 
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В результате проведенных операций уравнение для 

скорости диссипации энергии будет иметь вид 
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Исключим 0D , 
c

 , и 
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Рассмотрим последнее слагаемое уравнения (1.6.38). 

Проведя процедуру интегрирования, получим 
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где  ij  – составляющая напряжения Рейнольдса при вол-

новом числе κ, iu  – осредненная скорость. В нашем случае 

 ij  и 22

0 c  пропорциональны ε. Продифференцируем 

(1.6.49) по τ 
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Предположим, что   ij  статистически определен при c , 

тогда получим  
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Используя выражение (1.4.18) и 
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исключим 0D ,   из (1.6.50) 
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Учитывая уравнение (1.6.7) для образа давления и при-

веденные преобразования, получим RNG уравнение для ско-

рости диссипации энергии. Это уравнение выглядит сле-

дующим образом [51] 
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где Pr = PrK, С1 = 1,42 и С2 = 1,68. 

Уравнение (1.6.54) включает слагаемое 


R , которое иг-

рает значительную роль при низких значениях числа Рей-

нольдса, когда турбулентность существенно анизотропна. 
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Когда же число Рейнольдса велико, и принимается гипотеза 

локальной изотропии, поправкой (1.6.23) можно пренебречь. 

Модельное выражение для величины R было получено 

в работе [51] на основе результатов работы [52]. Для полу-

чения такого выражения была применена ренормализацион-

ная процедура и *-разложение с использованием уравнений 

Навье—Стокса. Такая процедура показывает, что слагаемое 

R может быть разложено в ряд по безразмерному параметру 

,
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      (1.6.55) 

где 

nmnm
SSS 2 .      (1.6.56) 

При этом R должно быть также функцией фиксиро-

ванной точки (1.6.52) т. е. комбинации значения параметров, 

входящих в (1.6.52), при которой параметр  остается неиз-

менной величиной. Для определения такой точки в работе 

[51] рассмотрено однородное сдвиговое течение, которое 

описывается упрощенной системой уравнений (1.6.12) и 

(1.6.54) 
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     (1.6.57) 

Вводя в эту систему параметр  и учтя выражение для тур-

булентной вязкости (1.4.21), получим 
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Преобразуем левую участь второго уравнения системы 

(1.6.58), введя обозначение для безразмерного времени t*=tS 
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 (1.6.59) 

Подставим полученное выражение во второе уравнение 

(1.6.59) и при этом исключим производную d(kS)/dt* на ос-

нове первого уравнения (1.6.58). В результате получим 
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Отсюда имеем 
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Фиксированная точка определяется условием d/dt* = 0. 

Следовательно, в этой точке выполняется равенство 
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Теперь можно вернуться к непосредственному опреде-

лению величины R. Как отмечалось, эта величина может 

быть представлена в виде ряда по параметру  
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В работе [44] предлагается использовать только такие члены 

этого ряда, которые дают возможность получить геометри-

ческую прогрессию. Поэтому предыдущее выражение пред-

ставим в виде 
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Для того, чтобы выполнялось условие равенства нулю R в 

фиксированной точке, авторы [51] предлагают последнее 

выражение модифицировать следующим образом 
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где 0 = 4,38 в соответствии с (1.6.62). При получении этой 

величины используются RNG значения коэффициентов С1 и 

С2. Выражение (1.6.64) можно представить в виде 
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Для слабо искаженной турбулентности   0 (турбулент-

ность близка к изотропной) формула (1.6.63) переходит в 

k
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,      (1.6.67) 

и значит, R  0 при   0, как и следовало ожидать. В 

другом крайнем случае   : 
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.     (1.6.68) 

Следует отметить [51], что модельная формула (1.6.66) по-

лучена скорее исходя из эвристических соображений с ис-

пользованием аппроксимации Паде [9,53-55], чем на основе 

строго ренормализационного метода. Однако эта формула 

корректно отражает физические черты поведения турбу-

лентности. 

Формула (1.6.65) содержит неопределенный параметр 

. Для его определения преобразуем первое и четвертое 

слагаемые правой части уравнения (1.6.54) с учетом (1.6.65) 
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 (1.6.69) 

где 
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Таким образом, исходное уравнение (1.6.54) можно перепи-

сать, используя (1.6.69) 
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Теперь рассмотрим область «закона стенки» пограничного 

слоя, где справедливо логарифмическое распределение ско-

рости 

w
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u
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.      (1.6.72) 

В этой области течения наблюдается локальное равновесие, 

т.е. генерация турбулентной энергии уравновешивается ее 

диссипацией 

 222 SS
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.     (1.6.73) 

Учтя это свойство, а также пренебрегая адвентивными чле-

нами, получим из (4.4.25) 
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Скорость диссипации может быть выражена с помощью 

(1.6.72) таким образом 
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Здесь принято y = xn. Подстановка последнего соотношения 

в (1.6.75) дает следующую связь между параметрами модели 

турбулентности 

    *

12 CCC  .     (1.6.76) 

Соотношение может быть использовано для определения 

параметр . Условие (1.6.73) показывает, что при использо-

вании (1.6.71) необходимо принять 


 C/1 .      (1.6.77) 

Значение  (1.6.77) вытекает из (1.6.54) и (1.6.55) при учете 

условия (1.6.73). 

Расчеты по формуле (1.6.76) с учетом (1.6.70) и (1.6.77) 

показывают, что константа Кармана  мало чувствительна к 

изменению . В диапазоне  = 0,01 – 0,015 константа  из-

меняется от 0,407 до 0,39. В работе [51] предлагается при-

нять значение  = 0,012, что соответствует классическому 

значению константы Кармана  = 0,4. 
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Таким образом, получены все параметры, необходи-

мые для замыкания модели турбулентности RNG k- – моде-

ли. 

Подводя итог приведенным выше выводам уравнений 

переноса, кратко охарактеризуем ренормализационную про-

цедуру. Упрощенно эту процедуру можно представить сле-

дующим образом: 
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. (1.6.78) 

Для конкретности показана схема для поля скоростей. Одна-

ко аналогичные схемы имеют место для полей температуры, 

кинетической энергии турбулентности, скорости диссипа-

ции и т. д. Приведенная схема показывает, что первоначаль-

ное поле (в данном случае поле скоростей) разлагается на 

быструю и медленную составляющие. Медленную часть 

можно интерпретировать как осредненную скорость основ-

ного течения, а быструю – как турбулентные пульсации. 

При ренормализации воздействие турбулентных пульсаций 

на процессы переноса замещается введением перенормиро-

ванного коэффициента переноса (в данном случае введением 

ренормализованной вязкости). Таким образом, в результи-

рующих уравнениях остаются RNG коэффициент переноса и 

медленная составляющая поля. 

 

1.7. Параметры турбулентности 

Как следует из параграфа 1.6 , слагаемое R (1.6.23), 

входящие в уравнение для скорости диссипации (1.6.19) и 

учитывающее анизотропность турбулентности, при малых 

значениях числа Рейнольдса зависит от константы Кармана 

через параметр . Поэтому выведем теоретическое значение 

константы Кармана, используя ренормгрупповой подход, 

исключив эмпирическую информацию. Для этого использу-

ем модель Кармана для определения функциональной зави-

симости для турбулентной вязкости. При этом, в отличии от 
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подхода Кармана, применим метод симметрий, основанный 

на группах преобразования Ли [56]. С этой целью рассмот-

рим уравнение турбулентного пограничного слоя за преде-

лами ламинарного подслоя. Это позволяет не учитывать 

влияние молекулярной вязкости. Тогда система уравнений 

пограничного слоя будет выглядеть следующим образом 

,0
v

,v







































yx

u

y

u

yy

u

x

u
u

t

    (1.7.1) 

где и - продольная составляющая скорости в направлении х, 

v – поперечная составляющая скорости в направлении у. 

 Для того, чтобы найти симметрии (группы Ли) систе-

мы (7.1) необходимо построить инфинитезимальный генера-

тор 
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где коэффициенты 1, 2, 1, 2, 3 определяются из условия 

[56, 57] 

  0qpr )2(  .      (1.7.3) 

В этом уравнении pr
(2)

q – продолжение второго порядка ин-

финитезимального генератора, а  – символическое обозна-

чение системы уравнений (1.7.1). Продолжение второго по-

рядка инфинитезимального генератора определяется по 

формуле 
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 ,  (1.7.4) 

где индексы u и v обозначают частые производные относи-

тельно соответствующих переменных. Коэффициенты 
yyyyx

2111 ,,,   – это функции от 32121 ,,,,  , u, v и их произ-

водных по x и y. Также необходимо учесть, что t = t(x,y,u). 

 Применение оператора pr
(2)

q (1.7.4) к каждому урав-

нению системы (1.7.1), в соответствии с условием (1.7.3), 

дает два уравнения. Эти уравнения содержат одночлены с 
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различными комбинациями производных от u и v. Далее 

приравниваем коэффициенты при этих одночленах, содер-

жащих одинаковые комбинации производных от u и v. В ре-

зультате получаем систему дифференциальных уравнений в 

частных производных от 32121 ,,,,  . Решение этой сис-

темы дает три симметрии (три подалгебры Ли). Эти симмет-

рии описываются следующим инфинитезимальным генера-

тором 
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 (1.7.5) 

где a, b и c – произвольные константы, константы С1 С2 и С3 

соответствуют трем симметриям. 

Для построения автомодельных форм на основе сим-

метрии С1 необходимо решить дифференциальное уравне-

ние в частных производных 
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которое следует из инфинитезимального генератора (1.7.5). 

Решение уравнения (1.7.6) имеет вид 

bax

y
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 .      (1.7.7) 

Соответствующее уравнение для автомодельной формы 

продольной компоненты скорости также следует из инфини-

тезимального генератора (1.7.5): 
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Уравнение (1.7.8) записано относительно производной от 

автомодельной переменной, так как это позволяет легко 

проинтегрировать уравнение неразрывности для получения 

выражения поперечной составляющей скорости. В качестве 

параметрической переменной выбрана продольная коорди-

ната, как это обычно делается в теории пограничного слоя 

[58]. Уравнение (1.7.8) дает 
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Как показали исследования симметрий различных моделей 

турбулентности a = b [59]. 

 Также необходимо знать выражение для турбулент-

ной вязкости. Из (1.7.5) следует также уравнение для этой 

величины. Это уравнение имеет вид 
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Отсюда получим 
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Турбулентная вязкость характеризует интенсивность 

процессов переноса и, следовательно, должна зависеть от 

набора производных скорости. Примем простейшую зави-

симость для турбулентной вязкости, включающую комбина-

цию первой и второй производной продольной скорости 
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где п и т – неизвестные показатели. После подстановки 

(1.7.9) и (1.7.11) в (1.7.4) с учетом (1.7.7) при a = b, получаем 
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Отсюда видно, что для соблюдения автомодельности необ-

ходимо, чтобы  
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 .     (1.7.14) 

Последнее соотношение показывает, что между п и т суще-

ствует однозначная связь, не зависящая ни от а, ни от с, при 

п = 3 и, соответственно, т = –2. Следовательно, из (1.7.12) 

получаем 
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Данное соотношение качественно совпадает с моделью Т. 

Кармана [49] 
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которая была получена исходя из гипотезы подобия турбу-

лентных пульсаций во всех точках потока (т.е. предполага-

лось, что поля пульсационных скоростей отличаются одно 

от другого только масштабами времени и длины) для слои-

стых течений, типа пограничного слоя. В (1.7.16)  – эмпи-

рическая константа Кармана, которая изменяется в узких 

пределах 0,38 – 0,41. 

Так как при п = 3 и т = –2 автомодельность не зависит 

от значения параметра с, то можно положить с = 0. В этом 

случае турбулентная вязкость будет инвариантом относи-

тельно (1.7.5) и поэтому автомодельные формы (1.7.9) и 

(1.7.11) при этом будут справедливы и при учете молекуляр-

ной вязкости. 

Как видно, подход для вывода выражения турбулент-

ной вязкости, основанный на свойствах симметрии системы 

уравнений (1.7.1), в отличие от подхода Кармана, учитывает 

слагаемое, описывающее вязкий перенос. 

Учитывая вид функциональной зависимости (1.7.15), 

получим выражение для турбулентной вязкости на основе 

ренормгрупповой формулы для турбулентной вязкости 

(1.4.8) без привлечения какой-либо эмпирической информа-

ции. Таким образом, будет определено теоретическое значе-

ние константы Кармана. 

Для того чтобы получить формулу Кармана (1.7.16) из 

выражения (1.4.8) необходимо исключить из последнего 

волновое число [51,52]. Для этого найдем первую и вторую 

производные от продольной скорости на основе преобразо-

вания (1.2.2): 
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В RNG теории турбулентности [19] интегралы вычисляются 

в энергетическом пределе   0, т. к. осредненные скорости, 

входящие в модель (1.7.16), по сути, являются аналогами 

медленных мод в RNG теории. Поэтому, разлагая предыду-

щие выражения в ряд Маклорена по у, получим 
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,   (1.7.19) 

 
 

 tii

dkd
k

y

u

yk

ykn
ckk

d

d

y




















 
x

0

0

1

1

3

2

2

κexp

,κU
23




.    (1.7.20) 

Следовательно 
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В пограничном слое зависимость скорости от попереч-

ной координаты на много сильнее, чем от маршевой. Поэто-

му, в данном случае, целесообразно принять у = . Тогда, 

используя последние соотношение, исключим волновое чис-

ло из формулы (1.4.8). В результате имеем 
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Для исключения параметра D0 из формулы (1.7.22) восполь-

зуемся соотношением (1.4.18). Подстановка (1.4.18) в фор-

мулу (1.7.22) с учетом выражения для Ad (1.3.51), приводит к 
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где значения параметр  приведены в таблице 1.1. 

 Следующий шаг – это исключение скорости диссипа-

ции из формулы (1.7.23). Следуя [19], запишем соотношения 

для скорости диссипации в приближении пограничного слоя 
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Учтя последнюю формулу, исключим скорость диссипации 

из (1.7.23). В результате получим 
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Сравнение формул (1.7.25) и (1.7.16) дает теоретическое вы-

ражение для константы Кармана в следующей форме 
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Численные значения константы Кармана приведены в таб-

лице 1.1. 

Предложенный вывод RNG модели Кармана по своей идео-

логии аналогичен выводу RNG модели турбулентности для 

крупномасштабного моделирования (large eddy simulation – 

LES), который был выполнен в работе [19]. В данном случае 

волновое число из формулы (1.4.8) исключается на основе 

соотношения (1.2.2) для Фурье преобразования, в то время 

как, при выводе LES модели высокочастотные масштабы с 

большими волновыми числами, превышающими с, исклю-

чались введением гауссовского фильтра (см. параграф 1.8). 

Теперь, имея теоретическое значение константы Кар-

мана, можно получить теоретическое значение коэффициен-

та . Результаты этих расчетов также приведены в таблице 

1.1. Таким образом, используя приведенные значения коэф-

фициента  для замыкания RNG k -  модели, получаем мо-

дель турбулентности, которая не содержит никаких эмпири-

ческих величин. 

В теории турбулентности также используются и другие 

параметры. Рассмотрим некоторые из них. 

В работе [51] получено RNG значение константы Бэт-

челора Ba, которое представляет собой коэффициент про-

порциональности в выражении для спектра энергии пульса-

ций температур 
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3/53/1  
TT

BaE ,     (1.7.27) 

где Т – скорость диссипации пульсаций температур. Для 

определения константы Бэтчелора была использована мо-

дель Пао [62]. Согласно этой модели скорость переноса 

энергии в пространстве волновых чисел W() равна произве-

дению E() на некоторую условную скорость переноса воз-

мущений поля скорости через точку  спектра. Отсюда было 

получено соотношение 

     EW
P

3/13/52 ,     (1.7.28) 

где P – неопределенная константа. 

Если подставить выражение для спектра (1.4.10) в 

(1.7.28), то сразу видно, что в инерционном диапазоне ско-

рость переноса энергии есть величина, не зависящая от вол-

новых чисел. Кроме того, если учесть, что в инерционном 

диапазоне скорость переноса энергии равна скорости дисси-

пации 

  W ,      (1.7.29) 

то можно определить значение константы P. Оно будет свя-

зано с константой Колмогорова следующим образом 

)2/(1
KP

C .      (1.7.30) 

Это же соотношение можно получить и более строгим пу-

тем. Для этого используем уравнение переноса энергии в 

пространстве волновых чисел [13] 
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,     (1.7.31) 

Если подставить (1.7.28) в (1.7.31) и проинтегрировать по-

лученное уравнение, то в результате будем иметь 
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Для того чтобы в области малых волновых чисел это выра-

жение переходило в спектр Колмогорова (1.4.10), следует 

положить 
3/2

1


K
CC .      (1.7.33) 

Таким образом, имеем 
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Для определения связи между константами P и СK исполь-

зуется условие нормировки  
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Подставив выражение для спектра в (1.7.35), приходим к 

(1.7.30). Окончательное выражение для спектра имеет вид 
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которое справедливо и в инерционном диапазоне, и в ульт-

рафиолетовом пределе. 

Теперь запишем уравнение переноса энергии турбу-

лентных пульсаций температуры в пространстве волновых 

чисел, следуя подходу Пао 
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Комбинируя это уравнение с уравнением (1.7.31) и (1.7.28), 

находим 
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После дифференцирования получаем 

   





T

T

K

t
W

Ba

C
W Pr .     (1.7.39) 

Так как в инерционном диапазоне 

 
TT

W  ,      (1.7.40) 

то 

Kt
CBa Pr .      (1.7.41) 

Результаты расчетов по формуле (1.7.41) с учетом 

(1.5.30) приведены в таблице 1.1. Теоретические результаты 

хорошо согласуются с экспериментальными данными, со-

гласно которым Ba = 1,2 … 1,4 [13]. 

Используя (1.7.41), на основе (1.7.27) можно рассчи-

тать спектр энергии пульсаций температур. Если же исполь-
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зовать подход Пао, то для этого спектра можно получить 

выражение аналогичное (1.7.36): 
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где Prt определяется по (1.5.28) или (1.5.30). 

В работе [25] были выполнены RNG расчеты коэффи-

циента асимметрии. Они показали, что этот коэффициент 

равен 
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Ранее подобные расчеты были проведены в [20], в результа-

те которых было получено, что 

488,0S  . 

Однако при этом были допущены ошибки в процессе вы-

числения, так что корректным значением коэффициента 

асимметрии следует считать величину 0,59. 

Расчеты течения, выполненные в [51] на основе RNG k-

 – модели показали хорошее согласование с эксперимен-

тальными данными [54]. Вообще, сравнительные расчеты 

(для расчетов использовался пакет «FLUENT»), проведен-

ные на основе обычной k- – модели и RNG k- – модели по-

казывают, что в случае потоков с обратными течениями 

RNG модель гораздо точнее отражает физику процесса и 

улавливает многие нюансы не доступные обычной k- – мо-

дели. 

Подводя итог изложенного в настоящем параграфе, 

отметим преимущества RNG k- – модели. Они состоят в 

следующем: 

1. Константы RNG k- – модели, как при высоких числах 

Рейнольдса, так и при низких, получены в соответствии с 

теорией. Следовательно, RNG k- – модель эффективна 

как в области низких, так и высоких чисел Рейнольдса 

(то есть для ламинарных, переходных и полностью тур-
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булентных потоков). Эта модель учитывает эффекты 

стенок и поверхностей раздела без привлечения эмпири-

ческих данных. 

2. Новые слагаемые появляются в транспортном уравнении 

скорости диссипации. Особенно важно слагаемое R, 

описывающее скорость деформации. Его необходимо 

учитывать при наличии неравновесных эффектов и в по-

токах с быстрым искажением. 

3. Так как модификация модели для низких чисел Рей-

нольдса получена в соответствии с RNG теорией, учет 

демпфирующих (пристеночных) функций не требуется. 

4. Константы в RNG k- – модели не меняются для различ-

ных типов задач. Пользователь не нуждается в модифи-

кации никаких параметров этой модели. 

5. Сходимость RNG k- – модели устойчива и требуется 

немного дополнительного времени вычислений по 

сравнению со стандартной k- – моделью (обычно 10-15 

%). Это намного экономичней, чем модель напряжений 

Рейнольдса (RSM), которая может увеличивать время 

вычислений по сравнению со стандартной k- – моде-

лью в 3…10 раз. По сравнению с RNG моделью RSM 

может иметь проблемы со сходимостью вычислительно-

го процесса. 

 

1.8. Различные ренормализационные подходы  

в турбулентности  

В работе [20] развита не только RNG k- – модель, но 

также и RNG модель турбулентности подсеточного масшта-

ба (subgrid scale – SGS) для крупномасштабного моделиро-

вания (large eddy simulation – LES). Чтобы вывести модель-

ное соотношение для SGS турбулентной вязкости, использу-

ем RNG формулу (1.4.7), положив в ней * = 4 и исключив 

параметр D0 с помощью (1.4.18) 
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Далее необходимо исключить из рассмотрения все высоко-

частотные масштабы с волновым числом, превышающем с. 

Для этой цели введем гауссовский фильтр с шириной 
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,      (1.8.2) 

где L – размер ячейки схемы численного расчета турбулент-

ных потоков. Подставим (1.8.2) в (1.8.1). Это дает 
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Из (1.8.3) следует, что турбулентная вязкость определяется 

следующей зависимостью 
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Скорость диссипации, согласно [20], можно представить в 

виде 
2
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Подстановка (1.8.5) в (1.8.4) дает выражение для турбулент-

ной SGS вязкости 
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где 
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Формула (1.8.6) – это хорошо известная формула 

Смагоринского [64], которая широко используется при LES, 

в том числе в прикладных гидродинамических пакетах 

«FLUENT», «FLOW-3D», «PHOENIX» и др. Численные зна-

чения константы Смагоринского (8.7) приведены в таблице 

1.1. Эти значения хорошо согласуются с эмпирическими 

данными [65]. 
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Кроме рассмотренного в предыдущих параграфах под-

хода существуют и другие виды ренормализационного ана-

лиза турбулентности. Например, в работах [66–75] развит 

ренормгрупповой подход на основе полевой формулировки. 

В теории поля этот метод представляет собой способ улуч-

шения теории возмущений путем суммирования бесконеч-

ной подпоследовательности полного ряда теории возмуще-

ний [76]. В отличие от изложенной выше теории (Яхота–

Оржега), где используется процедура усреднения по узкой 

полосе спектра волновых чисел, при полевой формулировке 

интегрирование проводится по полному объему пространст-

ва волновых чисел. В этом случае возможно появление рас-

ходящихся интегралов, и поэтому возникает проблема их 

правильной интерпретации и корректного их вычисления. 

При полевой формулировке эффективная вязкость оп-

ределяется выражением 
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 .     (1.8.8) 

Эта вязкость будет анализироваться в статическом пределе, 

т. е. при   0: 

   
 0

~ .      (1.8.9) 

Величина  является функционалом от пропагатора 

G(, ) и коррелятора эффективной случайной силы. Поэто-

му формулу (1.8.8) можно рассматривать как нелинейное 

уравнение для эффективной вязкости. С помощью итераций 

можно записать его решение в виде ряда по степеням 

0
2
D0/0

3
. При этом в качестве нулевого приближения для 

эффективной вязкости используется значение молекулярной 

вязкости. Поскольку параметр разложения 0
2
D0/0

3
 велик, 

то при * = 0 возникает логарифмическая расходимость. Со-

гласно Вилсону [6], наличие таких расходимостей является 

характерным признаком локальных взаимодействий и кас-

кадного механизма переноса энергии по спектру масштабов. 

Именно для описания локальных взаимодействий метод ре-

нормгруппы наиболее эффективен. Устранение расходимо-
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стей производится на основе процедуры ренормализации. С 

помощью операции перенормировки можно перестроить ряд 

теории возмущений таким образом, чтобы вычисляемые по 

обычной теории возмущений большие поправки оказались 

учтенными в нулевом приближении перенормированной 

теории возмущений и вычисляемые с помощью перенорми-

рованной теории поправки оказались малыми. Перенорми-

ровка осуществляется заменой в (1.8.8) молекулярной вязко-

сти на некоторое перенормированное значение 

0
*  Z       (1.8.10) 

и добавкой к  «контрчлена» 

  2

0
1δ  Z .     (1.8.11) 

Константа перенормировки Z определяется условием, 

согласно которому в точке нормировки ( = *) эффектив-

ная вязкость совпадает с перенормированным значением 

вязкости, т. е. 

 **  .      (1.8.12) 

Из соображений размерности следует, что 
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где комплекс D0/0
3
 при *=4 пропорционален 

диссипативнoму волновому числу турбулентности. Однако в 

дальнейших вычислениях не будем придавать параметру * 

конкретных значений для общности получаемых результа-

тов. 

На выбор точки перенормировки не накладывается ни-

каких условий. Произвол в выборе этой точки означает, что 

результат, описываемый полным рядом теории возмущений, 

не должен зависеть от * и *. Это свойство называется ре-

нормализационной инвариантностью. Математически это 

свойство отражается уравнением 
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которое следует из (1.8.12) и (1.8.13). Обобщая (1.8.14), 

можно записать функциональное уравнение ренормгруппы в 

общем виде 

   










 ,,,,,, F

ss
FF .    (1.8.15) 

Уравнение (1.8.15) аналогично уравнению (1.1.3), и 

отражает тот факт, что в результате итерационных преобра-

зований достигнута фиксированная точка. Из (1.8.15) видно, 

что ренормализационная группа представляет собой группу 

симметрий непрерывных преобразований. Такая группа мо-

жет быть охарактеризована инфинитезимальным элементом, 

т. е. соответствующими дифференциальными уравнениями 

Ли. В этом плане можно провести параллель между ренор-

мализационными группами и группами Ли. Дифференци-

альные уравнения Ли могут быть получены дифференциро-

ванием функциональных уравнений ренормгуппы вида 

(1.8.15). Такие уравнения могут быть полезными как для 

общего анализа, так и для конкретных приложений. 

Для получения дифференциального уравнения ренорм-

группы продифференцируем (1.8.15) по s. Это дает 
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.    (1.8.16) 

Если учесть, что 
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,     (1.8.17) 

то предыдущее уравнение при s = 1 примет вид 

  0, 















FFF
.    (1.8.18) 

Уравнение (1.8.18) представляет собой модифициро-

ванное уравнение Гелл-Манна – Лоу и является дифферен-

циальным уравнением ренормгруппы. В уравнение (1.8.18) 

входит неизвестная функция , которая называется функци-

ей Гелл-Менна – Лоу или функцией Вилсона. Она определя-

ется поведением решения вблизи точки нормировки. 
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Из (1.8.17) следует, что для нахождения функции F на 

основе решения дифференциального уравнения (1.8.18), 

следует задать функцию . Это значит, что необходимо 

знать поведение решения вблизи точки нормировки  =1. 

Следовательно, это дает возможность по поведению функ-

ции на ограниченном участке найти ее во всей области. 

Здесь опять-таки следует сказать об аналогии ренормгрупп с 

непрерывными группами Ли, когда по инфинитезимальным 

генераторам строятся конечные преобразования. Сами ко-

нечные преобразования являются результатом последова-

тельных действий бесконечной цепочки инфинитезималь-

ных преобразований. В соответствии с указанной аналогией 

можно считать, что решение уравнения ренормгруппы опи-

сывает каскадный процесс в виде бесконечной цепочки, в 

которой каждому отдельному звену отвечает единичный акт 

межмодового взаимодействия. Этот единичный акт описы-

вается теорией возмущения, а суммирование подобных ак-

тов осуществляется методом ренормгруппы на основе реше-

ния дифференциального уравнения (1.8.18). Таким образом, 

низшее приближение теории возмущений используется 

только для нахождения функции , а последующее решение 

уравнения ренормгруппы соответствует суммированию оп-

ределенной бесконечной подпоследовательности полного 

ряда теории возмущений. Поясним сказанное на основе кон-

кретных вычислений. 

Расчеты, проведенные в [73-76] показывают, что в 

низшем приближении перенормированной теории возмуще-

ний 
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или, с учетом того, что 0 = 1 
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где 
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Так как на каждом итерационном шаге ренормализа-

ционная процедура начинается со значения  =*, то форму-

лу (1.8.8) можно представить в виде 
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     (1.8.22) 

или с учетом обозначений (1.8.13) и (1.8.15) 
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F .      (1.8.23) 

Подставляя сюда (1.8.20), получим 
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 .    (1.8.24) 

Подставим это выражение в (1.8.17) с учетом прин-

ципа *-разложения, т. е. вычисления будем проводить при 

*  0. Это позволит определить функцию : 
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,    (1.8.25) 

При выводе (1.8.25) учитывалось, что при *  0 
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Подставляем (1.8.25) в (1.8.18). В результате имеем 
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Решая это уравнение методом характеристик [75], приходим 

к 
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F .    (1.8.28) 

Для получения решения в явной форме необходимо 

использовать граничные условия. Из (1.8.14) следует, что 

  ,,1F .      (1.8.29) 
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Другое условие следует из того факта, что при    

(   ), т. е. в ультрафиолетовом пределе эффективная вяз-

кость должна совпадать с молекулярной. Следовательно, 

  1,,lim 


F .     (1.8.30) 

На основе условия (1.8.29) находим вид функции   в 

(1.8.28): 
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Используя (1.8.30), находим из (1.8.31) 
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.     (1.8.32) 

Учтя последнее соотношение, преобразуем (1.8.31) 
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 (1.8.33) 

или 
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F d .    (1.8.34) 

Вычисления показывают, что значение коэффициента 

Ad(0) в (1.8.34) тождественно совпадает с Ad (1.3.57), а сама 

формула (1.8.34) аналогична (1.4.6) для подсеточной вязко-

сти Яхота–Оржега. 

Изложенный подход был использован для определения 

эффективного (турбулентного) числа Прандтля в работе 

[67]. В результате была получена формула, аналогичная 

(1.5.28). Также было показано, что в инерционном интерва-

ле, т. е. при /d << 1, эффективное число Прандтля может 

быть выражено асимптотической формулой 

  12/281

2
PrPr
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d
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,    (1.8.35) 

которая при d = 3 дает значение (1.5.30). Формула (1.8.35) 

была получена ранее на основе подхода Вилсона [76] и так-
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же с использованием полевой формулировки ренормгруппы 

[77]. 

Рассмотрим еще один ренормгрупповой подход к ис-

следованию турбулентности. Основы этого подхода изложе-

ны в статьях [40,78]. В этих работах, в отличие от приведен-

ных выше ренормгрупповых методов, сделана попытка ис-

следования турбулентности, когда на форму функции корре-

ляции случайной силы наложены меньшие ограничения. 

При этом использовалась техника диаграмм Уайлда [79,80]. 

Как и выше, показано, что ренормализованная вязкость 

определяется по формуле (1.8.8). Далее рассматривается два 

случая для функции корреляции случайной силы [81–86]. 

Вначале используется линейная зависимость, согласно кото-

рой 
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Затем анализируется более общий случай, когда 
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Начнем с формулы (1.8.36). В этом случае, согласно 

[68] 
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где 
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Расчеты (1.8.38), выполненные в статическом пределе   0 

для трехмерного пространства d = 3, дают 
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0 .     (1.8.40) 

Подстановка этого выражения в (1.8.8) приводит к 
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Далее используется уравнение Гелл-Манн – Лоу в его ис-

ходной интерпретации, а именно, не учитывается зависи-

мость функции F от аргумента  и принимается, что в точке 

нормировки F = . Таким образом, уравнение (1.8.18) при-

нимает форму 

 F
F





 ,      (1.8.42) 

а (1.8.17) переходит в 
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F .      (1.8.43) 

С учетом того, что F = /0 и  = /c (здесь роль * играет 

c), после подстановки (1.8.41) в (1.8.43), находим 
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 .     (1.8.44) 

Следовательно, уравнение Гелл-Манн – Лоу (1.8.42) прини-

мает вид 
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 .     (1.8.45) 

Граничное условие (1.8.30) в данном случае видоизменяется 

  11 F ,      (1.8.46) 

так как предполагается, что c стремится к ультрафиолето-

вому пределу, где эффективная вязкость совпадает с моле-

кулярной. Тогда в результате интегрирования (1.8.45) полу-

чаем выражение 
3/1
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,    (1.8.47) 

которое удовлетворяет условию (1.8.46). 

В более общем случае, когда корреляция случайной 

силы определяется выражением (1.8.37), имеем [40] 
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Опять-таки в статическом пределе при условии 

  1**ε0        (1.8.49) 

результат интегрирования следующий 
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Далее, повторяя расчеты аналогичные проведенным 

выше, получаем формулу для эффективной вязкости 
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,   (1.8.51) 

которая является обобщением (1.8.47). Очевидно, что при 

условии ** = 0 формула (1.8.51) трансформируется в 

(1.8.47). 

Определим энергетический спектр. Для трехмерного 

пространства это спектр можно выразить через корреляцию 

Фурье-образов компонент скорости [40] 

      




 dE mn ,κU,κUTr4 2  .  (1.8.52) 

Используя нулевое приближение теории возмущений 

(1.8.31) и выражение для случайной силы (1.8.37), предста-

вим формулу (1.8.52) в следующем виде 
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Подставив это выражение в (1.8.51), получим 
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Это интегральное уравнение для определения эффек-

тивной вязкости. Для того чтобы явно выразить вязкость, 

продифференцируем (1.8.54) по . Это дает 
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Далее, интегрируя (1.8.55) при условии () = 0, получаем 

явное выражение для эффективной вязкости 
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Выражение (1.8.56) представляет собой RNG аналог гейзен-

берговской вязкости [21]. 

Для того чтобы исключить из рассмотрения волновое 

число в формуле для эффективной вязкости, необходимо 

дополнительное соотношение. В работе [40] с этой целью 

используется дифференциальное уравнение баланса энергии 

в инерционном интервале (1.4.23). Используем это уравне-

ние совместно с (1.8.55) или (1.8.56), и предположим, что 
nm BAE   , .     (1.8.57) 

После подстановки (1.8.57) в (1.4.23) и (1.8.55) или (1.8.56), 

находим 
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  BE .  (1.8.58) 

Другой вариант – это использование соотношения 

(1.4.22), которое можно записать в дифференциальной фор-

ме 

E
d

d 2

22









 .     (1.8.59) 

Повторяя расчеты, находим коэффициенты в формулах 

(1.8.57) 

3/43/1̀

3

3/43/1̀3/53/2
3

10

1
,

3

102 



  BE . (1.8.60) 

Еще одну возможность определения коэффициентов 

в формулах (1.4.14) дает уравнение энергетического баланса 

для инерционного диапазона в алгебраической форме 
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(1.4.15). С учетом (1.4.14) это уравнение можно представить 

следующим образом 

 23/2121904,0 A .     (1.8.61) 

На основе (1.8.55) и (1.8.61) находим 
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   (1.8.62) 

Исключив волновое число из (1.8.58), (1.8.60) и (1.8.62) с 

помощью выражения для кинетической энергии турбулент-

ности (1.2.1), находим значение коэффициента С в RNG 

формуле для турбулентной вязкости k- — модели (1.4.21) 

29
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 .      (1.8.63) 

Численные значения этих коэффициентов приведены в таб-

лице 1.2. 

 

Таблица 1.2 

Модель СK B  С  

(1.4.3.43) 1,667 0,5 0,08 

(1.4.5.37) 1,436 0,464 0,1 

(1.4.5.39) 1,605 0,491 0,0847 

 

Если сравнить таблицы 1.1 и 1.2, то можно заклю-

чить, что одни и те же замыкающие модели (дополнитель-

ные уравнения) дают для разных ренормализационных под-

ходов одинаковые значения коэффициентов СK и С. 

Описанный ренормализационный подход к исследова-

нию турбулентности позволил получить уравнение Гелл-

Манн – Лоу для турбулентной температрупроводности 

[78,87] и RNG формулу для турбулентного числа Прандтля 

[78]. Последняя полностью совпадает с формулами Яхота – 

Оржега (1.5.28) и (1.5.30). Также в [78] показана справедли-

вость формулы (1.7.41) для константы Бэтчелора. В [88,89] 
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получено соотношение для спектра корреляции продольной 

и поперечной пульсаций. 
3/7
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Соотношение (1.8.64) получено из выражения, которое в 

общем виде записывается таким образом [90] 
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В итоге, зная выражение для общего случая, можно полу-

чить выражение для частного случая. 
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1.9. Ренормализационная однопараметрическая 

модель 

В настоящее время существует большое разнообразие 

моделей турбулентности различной параметричности, кото-

рые широко используются как в коммерческих пакетах при-

кладных программ, таких как «Fluent», «Flow 3D» и др., так и 

в авторских кодах. При этом возникает проблема выбора той 

или иной модели турбулентности. Довольно часто при расче-

тах сложных течений используется двухпараметрическая 

RNG k-  модель. Наряду с этим так же используются эмпи-

рические однопараметрические модели с одним дополни-

тельным уравнением. Наличие лишь одного дополнительного 

уравнения (по сравнению с двухпараметрическими моделя-

ми) ускоряет и упрощает процедуру расчета за счет возмож-

ной потери точности расчета. Одна из таких моделей - это 

модель, содержащая дополнительное уравнение для эффек-

тивной вязкости. Впервые такая эмпирическая модель была 

предложена в работах [91,92]. Позже была разработана по-

добная эмпирическая модель [93,94]. Упомянутые модели 

включают ряд эмпирических коэффициентов и слагаемых, 

что является их недостатком. Здесь предлагается процедура 

вывода однопараметрической модели эффективной вязкости 
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и температуропроводности на основе RNG k- модели, кото-

рая не содержит никакой эмпирики. 

RNG k- модель содержит два уравнения: уравнение 

кинетической энергии турбулентности (1.6.12) и уравнение 

скорости диссипации (1.6.71). В рассматриваемом подходе 

[95,96] необходимо как бы свернуть двухпараметрическую 

k- модель, которая содержит эти два уравнения до однопа-

раметрической  - модели, описываемой лишь одним урав-

нением. Таким образом, необходимо свести два уравнения 

(1.6.12) и (1.6.71) к одному уравнению для вязкости. Для 

этого воспользуемся RNG формулой для турбулентной вяз-

кости (1.4.21). Продифференцируем (1.4.21) по времени и по 

координате. В результате получим 
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Отсюда видно, что уравнение (1.6.12) надо умножить на 2 

k/, уравнение (1.6.71) – на (k/)
2
, а затем из (1.6.12) вычесть 

(1.6.71) и умножить полученный результат на С. В резуль-

тате получаем 
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Здесь символ  означает эффективную вязкость (сумма мо-

лекулярной и турбулентной вязкостей). 

Преобразуем слагаемое V, добавив к нему и вычтя 

выражение 
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В результате получим 
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Для области локального равновесия генерация турбу-

лентной энергии уравновешивается ее диссипацией. В этой 

области уравнение (1.6.12) с учетом формул (1.6.55) и 

(1.6.56) принимает простой вид 

 222 SS
tnmt

.     (1.9.6) 

Воспользовавшись этим соотношением и формулой (1.4.21), 

преобразуем слагаемые III и IV. 
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Осталось проанализировать последнее слагаемое соотноше-

ния (1.9.5). Используя снова выражения (1.4.21) и (1.9.6), 

находим 
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Подставив все полученные соотношения в уравнения (1.9.3) 

и преобразовав слагаемые I и II на основе формулы (1.9.1) и 

(1.9.2), получим 
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Используя снова соотношения (1.4.21) и (1.9.6), находим 
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и, следовательно, 
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По своей структуре уравнение для вязкости (1.9.9) по-

добно эмпирическим моделям, предложенным в работах [90-

93]. Оно содержит члены, которые описывают адвекцию (I), 

диффузию (II), генерацию (III) и деструкцию (IV). Однако в 

отличие от предыдущих моделей, предложенная модель не 

использует эмпирических данных. 
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Уравнение (1.9.9) замыкает систему уравнений, вклю-

чающей уравнения движения, неразрывности и энергии, 

также как и RNG k- модель. При этом эффективная темпе-

ратуропроводность определяется на основе уравнений 

(1.5.26) или (1.5.29). 

Таким образом, предложена однопараметрическая мо-

дель турбулентных вязкости и температупроводности, кото-

рую можно назвать RNG  - моделью. В отличие от RNG k- 

модели, предложенная модель содержит лишь одно допол-

нительное уравнение, что должно сокращать время расчета и 

упрощать численное моделирование. Полученная модель 

согласуется с существующими эмпирическими моделями, 

однако, в отличие от них не включает эмпирических данных. 

 

Заключение 

В первой главе рассмотрены общие вопросы ренорм-

группового анализа в приложении к проблемам турбулент-

ности. Основываясь на эвристических построениях Када-

ноффа, показана основная идея автомодельности (подобия) 

термодинамических соотношений при масштабных преобра-

зованиях. В качестве примера рассмотрена d-мерная решет-

ка ферромагнетика. На этом примере продемонстрирована 

основная идея RNG анализа в приложении к фазовым пере-

ходам второго рода, рассматривая преобразования гамиль-

тониана системы и вводя понятие критической точки. Пока-

зано как идеи ренормгруппового анализа, развитые в теории 

фазовых переходов второго рода, могут быть использованы 

при анализе турбулентности. 

Процедура перенормировки заключается в исключении 

быстрых мод, соответствующих высоким значениям волно-

вых чисел. Поэтому на первом этапе необходимо перевести 

исходные уравнения Навье – Стокса в пространство волно-

вых чисел и частоты. Для этого используется d + 1 мерное 

преобразование Фурье. При этом на основе уравнения Пуас-

сона из рассмотрения исключается давление.  
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Далее приводится общий алгоритм ренормализационно 

группового анализа, когда общее поле искомых величин 

разбиваются на быстрые и медленные моды и затем быстрые 

моды исключатся из выражений для медленных мод. Для 

этого быстрые моды представляются в виде рядов и вводят-

ся правила осреднения. В результате исключения быстрых 

мод получаем выражение для перенормированной вязкости 

как функцию волновых чисел. Для практического использо-

вания такая зависимость неудобна, поэтому волновые числа 

исключатся из рассмотрения на основе выражения для спек-

тра энергии турбулентности. При этом используются раз-

личные замыкающие подходы. В ходе расчетов также опре-

деляются различные константы турбулентности, в частно-

сти, константа Колмогорова. 

Так как теплообменные конвективные процессы также 

могут носить турбулентный характер, то приводится вывод 

ренормализованного уравнения энергии и формула для оп-

ределения турбулентного числа Прандтля. Аналогичным об-

разом может быть получено уравнение для массообмена и 

выражение для турбулентного числа Шмидта. 

Как известно k –  модель турбулентности включает 

уравнение движение (непосредственно само уравнение На-

вье – Стокса), уравнение кинетической энергии турбулент-

ности, скорости диссипации. Поэтому подробно освящены 

вопросы, связанные с выводом этих уравнений. В том числе 

анализируется приближение для уравнения скорости дисси-

пации в случае малых чисел Рейнольдса, когда необходимо 

учитывать анизотропию процессов турбулентного переноса. 

Отдельный параграф посвящен анализу коэффициен-

тов, входящих в модели турбулентности. На основе свойств 

симметрии (групп Ли) уравнений Навье – Стокса выведена 

модель турбулентности Кармана нулевого порядка, а затем, 

на основе ренормгруппового анализа получено значение 

константы Кармана. Получены значения и  других парамет-

ров турбулентности, и в частности, константы Бетчелора. 
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Базовые подходы RNG анализа турбулентности, ис-

пользуемые в настоящей книге, основаны на идеях Форсте-

ра, Нельсон и Стефена. Однако в настоящее время сущест-

вуют и другие подходы ренормализационно группового ана-

лиза к проблемам турбулентности. Этим вопросам также 

уделено внимание. 

Рассмотрен подход крупномасштабного моделирова-

ния (large eddy simulation – LES) в турбулентности, получено 

теоретическое значение константы Смагоринского. 

В работах [66—75] развит ренормгрупповой подход на 

основе полевой формулировки. В теории поля этот метод 

представляет собой способ улучшения теории возмущений 

путем суммирования бесконечной подпоследовательности 

полного ряда теории возмущений. В отличие от теории Фор-

стера, Нельсон и Стефена, где используется процедура ус-

реднения по узкой полосе спектра волновых чисел, при по-

левой формулировке интегрирование проводится по полно-

му объему пространства волновых чисел. В этом случае 

возможно появление расходящихся интегралов, и поэтому 

возникает проблема их правильной интерпретации и кор-

ректного их вычисления. В рамках этого подхода выводится 

классическое уравнение Гелл-Манна – Лоу для ренормали-

зационной группы. 

Еще один ренормгрупповой подход к исследованию 

турбулентности изложен в [40,78]. В этих работах сделана 

попытка исследования турбулентности, когда на форму 

функции корреляции случайной силы наложены меньшие 

ограничения. При этом использовалась техника диаграмм 

Уайлда [79,80], которые являются аналогом диаграмм 

Фейнмана в квантовой физике. 

Одними из самых распространенных являются модели 

второго порядка турбулентности. Однако используются и 

модели первого порядка. Первая глава заканчивается выво-

дом модели первого порядка на основе модели второго по-

рядка. 
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Учитывая возможность широких вариаций в примене-

нии ренормализационно - группового анализа, в будущем 

можно ожидать развитие приложения данного подхода к 

проблемам турбулентности. 



 101 

Список литературы к главе 1 

 

1. Нагано Й., Тагава М. Улучшенная (k, )—модель течения 

в пограничном слое // Современное машиностроение. 

Сер. А.– 1990.– № 7.– С. 9–15. 

2. Henkes R. A. W. M., Hoogendoorn C. J. Comparison of tur-

bulence models for the natural convection boundary layer 

along a heated vertical plate // Int. J. Heat and Mass Trans-

fer.– 1989.– 5, № 1.– Р. 157–169. 

3. Stueckelberg E. C. G., Petermann A. Ila normalisation des 

constantes dans la theorie des quanta – HELVETICA 

PHYSICA ACTA.– 1953.– 26, № 5.– P. 499–520. 

4. Gell-Mann M., Low F. Quantum electrodynamics at small 

distances // Phys. Rev.– 1954.– 95, №5– P. 1300–1312. 

5. Wilson К. G. Renormalization group and critical phenomena 

and the Kondo problem // Phys. Rev. B.– 1971.– 4.– Р. 

3174–3187. 

6. Wilson К. G. The renormalization group: Critical phenomena 

and the Kondo problem // Rev. Mod. Phys.– 1975.– № 4.– Р. 

773–840. 

7. Wilson K. G., Fisher M. Critical exponents in 3.99 dimen-

sions // Phys. Rev. Letts.– 1972.– 28, № 4.– P. 240–243. 

8. Ма Ш. Современная теория критических явлений. – М.: 

Мир.– 1980. – 157c. 

9. Стенли Г. Фазовые переходы и критические явления. – 

М.: Мир.– 1973. – 425c. 

10. Морс Ф. М., Фешбах Г. Методы теоретической физики. 

Том I. – М.: ИЛ. – 1958. – 931c. 

11. Коллинз Дж. Перенормировка: Введение в теорию 

перенормировок, ренормализационной группы и 

операторных разложений. – М.: Мир.– 1988. – 446c. 

12. Richardson L. F. Weather prediction by numerical process. – 

Cambridge Univ. Press. – 1922.– 236p. 

13. Монин А. С., Яглом А. М. Статистическая гидромеханика. 

Том I. – М.: Наука.– 1965. – 641c. 



 102 

14. Кадомцев Б. Б. Турбулентность плазмы // Вопросы тео-

рии плазмы. – М.:Атомиздат.– 1964. – 4. – C. 188–339. 

15. Forster D., Nelson D. R., Stephen M. J. Large-distance and 

longtime properties of a randomly stirred fluid // Phys. Rev. 

А.–1977.– 16, № 2.– P. 732–749. 

16. De Dominicis С., Martin P. С. Energy spectra of certain ran-

domly-stirred fluids // Phys. Rev. А.– 1979.– 19, № 1.– P. 

419–422. 

17. Kraichnan R. Н. Hydrodynamic turbulence and the renor-

malization group // Phys. Rev. А.– 1982.– 25, № 6.– P. 

3281–3289. 

18. Fournier J. D., Frisch U. Remarks on the renormalization 

group in statistical fluid dynamics // Phys. Rev. А.– 1983.– 

28, № 2.– P. 1000–1002. 

19. Yakhot V, Orszag S. A. Renormalization-group analysis of 

turbulence // Phys. Rev. Letts. – 1986.– 57, № 14.– Р. 1722–

1724. 

20. Yakhot V, Orszag S. A. Renormalization group analysis of 

turbulence. I. Basic theory // J. Sci. Соmp.– 1986.– 1, № 1.– 

Р. 3–51. 

21. McComb W.D. The physics of fluid turbulence. – Oxford: 

Clarendon Press.– 1990. – 572p. 

22. Диткин В. А., Прудников А. П. Интегральные преобразо-

вания и операционное исчисление – М.: Наука.– 1974. – 

224c. 

23. Dannevik W. P., Yakhot V., Orszag S. A. Analytical theories 

of turbulence and the -expansion  // Phys. Fluids. – 1987. – 

30, № 7. – P. 2021–2029. 

24. Carati D. Locality hypothesis in the renormalized Navier—

Stokes equation // Phys. Rev. A.– 1991.– 44, № 10.– Р. 

6932–6935. 

25. Smith L. M., Reynolds W. С. On the Yakhot–Orszag renor-

malization group method for deriving turbulence statistics 

and models // Phys. Fluids A.– 1992.– 4, № 2.– Р. 364–390. 



 103 

26. Lam S. H. On the RNG theory of turbulence // Phys. Fluids 

A.– 1992.– 4, № 5.– Р. 1007– 1017. 

27. Zhou Y; Vahala G. Local interactions in renormalization 

methods for Navier-Stokes turbulence // Phys. Rev. A.– 

1992.– 46, № 2.– Р. 1136–1139. 

28. Kraichnan R. H. An interpretation of the Yakhot—Orszag 

turbulence theory // Phys. Fluids. – 1987.– 30, № 8.– Р. 

2400–2405. 

29. Eynk G. L. The RNG method in statistical hydrodynamics // 

Phys. Fluids.– 1994.– 6, № 9.– Р. 3063–3078. 

30. McComb W.D. Renormalization Methods Guide for Begin-

ners. – Oxford: Clarendon Press.– 2004. – 330p. 

31. Wyld H. W. Formulation of the theory of turbulence in an in-

compressible fluid // Ann. Phys. – 1961.– 14.– Р. 143–158. 

32. Lee L. L. A formulation of the theory of isotropic hydromag-

netic turbulence // Ann. Phys. – 1965.– 32.– Р. 292–307. 

33. Фейнман Р. Квантовая электродинамика. – М.: Мир.– 

1964. – 220c. 

34. Маттук Р. Фейнмановские диаграммы в проблеме мно-

гих тел. – М.: Мир.– 1969. – 367c. 

35. Sukoriansky S., Galperin B., Staroselsky I. Cross-term ε-

expansion in RNG theory of turbulence // Fluid Dynamics 

Research.– 2003.– № 33.– P. 319–331. 

36. Collins J.C. Renormalization. An introduction to renormali-

zation, the renormalization group and the operator-product 

expansion. – Cambridge university press.– 1984.– P.380. 

37. Neumann J. Spectrum of isotropic turbulence // Phys. Flu-

ids.– 1967.– 10.– Р. 566–568. 

38. Kraichnan R. H. Inertial-range transfer in two- and tree-

dimensional turbulence // J. Fluid Mech.– 1971.– Vol. 47, 

part 3.– P. 525–535. 

39. Leslie D. C. Developments in the theory of turbulence. – Ox-

ford: Clarendon Press.–1973.– 380p. 



 104 

40. Canuto V. M., Dubovikov M. S. A new approach to turbu-

lence // Int. J. Modern Phys.– 1997.– 12, № 18.– P. 3121–

3152. 

41. Роди В. Модели турбулентности окружающей среды // 

Методы расчета турбулентных течений. – М.: Мир. – 

1984 – 464c. 

42. Lesly M. Smith, Stephen L. Woodruff. Renormalization group 

analysis of turbulence // Annu. Rev. Fluid Mech.– 1998.– № 

30.– P. 275–310. 

43. Shirkov D., Bogolubov N. Renormalization Group. N.N. 

Bogolubov Laboratory of theoretical physics. – JINR – 

Dubna –1996 – 29p. 

44. Гольдин П.Б. Исследование статистических моделей тур-

булентности и турбулентного переноса ренормгруппо-

выми методами: автореф. реф. дис. на соиск. степени к. 

ф.-м. наук.: – Санкт-Петербург. – 2009. – 16c. 

45. Lin Bin-Shei, Chang Chien C., Wang Chi-Tzung. Renormali-

zation analysis for thermal turbulent transport  // Physical 

Review E.–2000.–Vol. 63.– P. 016304-1 – 016304-11. 

46. Рейнольдс А. Дж. Турбулентные течения в инженерных 

приложениях. – М.: Энергия. – 1979. – 408c. 

47. Michael E. Fisher Renormalization group theory: Its basis 

and formulation in statistical physics. Institute for Physical 

Science and technology, University of Maryland, college 

park, Maryland 20742. – 29p. 

48. Woodroff S.L. A similarity solution for the direct interaction 

approximation and its relationship to renormalization group 

analysis of turbulence // Phys. Fluids.– 1994.– №6.– P. 

3051–3062. 

49. Chang Chien C., Lin Bin-Shei, Wang Chi-Tzung. Solvable 

model in renormalization  group analysis effective eddy vis-

cosity // Physical review E.67.– P. 047301–1 – 047301–4. 

50. Yakhot V., Smith L. M. The renormalization group, the -

expansion and derivation of turbulence models // J. Sci. 

Comput.– 1992.– № 7.– P. 35–52. 



 105 

51. Yakhot V, Orszag S. A., Thangam S., Gatski T. B., Speziale С. 

G. Development of turbulence models for shear flows by 

double expansion technique // Phys. Fluids A.– 1992.– 4, № 

7.– P. 1510 –1520. 

52. Durbin P. A., Speziale С. G. Local anisotropy in strained tur-

bulence at high Reynolds // ASME J. Fluids Eng.– 1991.– 

113.– P. 707–718. 

53. Rosenau P. Extending hydrodynamics via the regularization 

of the Chapman–Enskog expansion  // Phys. Rev. A.– 1989.– 

40.– Р. 7193–7199. 

54. Smalley R.F., Turcotte D.L. A renormalization group ap-

proach to the stick-slip behaviour of faults // Journal of Geo-

physical Research.– 1985.– B.2.– Vol. 90.– P. 1894–1900. 

55. Chen Lin-Yuan, Goldenfield N. Renormalization group theo-

ry for the propagation of a turbulent burst // Physical Re-

view.– 1992.– V.45, № 8.– P. 5572– 5577. 

56. Авраменко А.А. Групповые методы в теплофизике. – К.: 

Наукова думка. – 2003. – 483с. 

57. Олвер П. Приложение групп Ли к исследованию диффе-

ренциальных уравнений. – М.: Мир. – 1989. –  639 с. 

58. Шлихтинг Г. Теория пограничного слоя. – М.: Изд-во 

иностр. лит. – 1956. – 528c. 

59. Avramenko A. A., Kobzar S. G., Shevchuk I.V., Ivanisov L.T. 

Symetry of turbulent boundary layer flows: Investigation of 

turbulent eddy viscosity models // Acta Mecanica. – 2001.– 

151,  №1-2.–  P. 1–14.  

60. Авраменко А.А. Ренормгрупповая модель турбулентности 

Кармана // Доповіді НАН України.– 2006.– 5.– С. 86-89. 

61. Avramenko A.A., Basok B.I., Kuznetsov A.V. Determination 

of von Karman’s constant using group theoretic methods // 

Int. J. Applied Mechanics and Engineering.– 2007.– 12, № 

2.– Р. 329 –335. 

62. Pao Yin-Ho. Structure of turbulent velocity and scalar fields 

at large wave-numbers // Phys. Fluids.– 1965.– 8, № 6.– P. 

1063–1075. 



 106 

63. Kim J., Kline S. J., Johnston J. P. Investigation of a reattach-

ing shear layer: Flow over a backward facing step // ASME J. 

Fluids Eng.– 1980.– 102.– P. 302–314. 

64. Smagorinsky J. General circulation experiments with the 

primitive equations / Smagorinsky J. // Mon. Weather Rev.– 

1963.– 91.– P. 99–108. 

65. Deardorff J. W. A numerical study of three-dimensional tur-

bulent channel flow at large Reynolds numbers // J. Fluid 

Mech.– 1970.– Vol. 41.– part 2.– P. 453–480. 

66. Теодорович Э. В. К теории турбулентности Яхота—

Оржега // Извест. Академии Наук СССР. Мех. жидкости 

и газа.– 1994.– № 6.– С. 40–51. 

67. Теодорович Э. В. Явления турбулентного переноса и ме-

тод ренормализационной группы // Прикладная матема-

тика и механика.– 1988.– 52, № 2 – С. 218–224. 

68. Теодорович Э. В. Развитая турбулентность и метод ре-

нормгруппы // Методы гидрофизических исследований. 

Турбулентность и микроструктура: Матер. III Всесоюз. 

школы по гидрофизике. –  Н. Новгород: ИПФ АН СССР. 

– 1990. –  С. 72–86. 

69. Теодорович Э. В. К вычислению константы Колмогорова 

при описании турбулентности методом ренормгруппы // 

Ж. эксперим. и теорет. физики.– 1989.– 96, Вып 1(7).– 

С.163 – 170. 

70. Теодорович Э. В. О роли локальных и нелокальных взаи-

модействий в формировании режима развитой турбу-

лентности // Извест. Академии Наук СССР. Мех. жидко-

сти и газа. – 1990.– №  4.– С. 36–42. 

1. 71.Теодорович Э. В. К вычислению турбулентной вязко-

сти // Извест. Академии Наук СССР. Мех. жидкости и га-

за.– 1987.– № 4.– С. 29–36. 

71. Теодорович Э. В. Вычисление турбулентной вязкости на 

основе метода ренормгруппы // Доклады АН СССР.– 

1988.– № 4.– С. 836–839. 



 107 

72. Теодорович Э. В. Методы теории поля и ренормализаци-

онной группы в статистической гидродинамике // Пре-

принт № 302. – М.: Ин-т проблем механики АН СССР. – 

1987. 

73. Боголюбов Н. Н., Ширков Д. В. Введение в теорию кван-

тованных полей. – М.: Наука. – 1984. – 600c. 

74. Камке Э. Справочник по дифференциальным уравнениям 

в частных производных первого порядка. – М.: Наука. –  

1966. – 260c. 

75. Fournier J. D. , Sulem P. L., Pouquet J. Infrared properties of 

forced magnetohydrodynamic turbulence // J. Phys. A.: 

Math. and Gen.– 1982.– 15, № 4.– P. 1393–1420. 

76. Аджемян Л. Ц., Васильев А. H., Гнатич М. Ренормгруп-

повой подход к теории турбулентности: включение пас-

сивной примеси // Теоретическая и математическая фи-

зика. – 1984.– 58, № 1.– С. 72–78. 

77. Canuto V. M., Dubovikov M. S. A dynamical model for tur-

bulence. I. General formalism // Phys. Fluids.– 1996.– 8, № 

2. – Р. 571–586. 

78. Wyld H. W. Formulation of the theory of turbulence in an in-

compressible fluid // Ann. Phys. – 1961.– 14.– Р. 143–158. 

79. Lee L.L. A formulation of the theory of isotropic hydromag-

netic turbulence // Ann. Phys. – 1965.– 32.– Р. 292–307. 

80. Giles M.J. Is the renormalization group useless in turbulence 

// European  Journal of mechanics. – 1998.– Vol. 17,  № 4.– 

P. 519–533. 

81. Esser A. Grossmann S. Nonperturbative renormalization 

group approach to turbulence // Physic Journal.– 1999.– 

B.7.– P. 467–482. 

82. Wenli Z. Liang, Diamond P.N. A renormalization group 

analysis of two-dimantoinal magneto hydrodynamic turbu-

lence // Physic fluids.– 1993.– B.5.– № 1.– P. 63–73. 

83. Medina  E. Hwa T., Kardar M. Burgers equations with corre-

lated noise: Renormalization group analysis and applications 



 108 

to direct polymers and interface growth // Physical review 

A.– 1989.– Vol. 39, № 6.– P. 3053– 3075. 

84. Kunihiro T., Matsukidaria J. Dynamical reduction of discrete 

systems based on the renormalization group method. Fuculty 

of science and Technology. Rykoku University. Seta. Ohtsu. 

– 520-521. Japan. – 2008.– 13p. 

85. Kunihiro T. The renormalization-Group method applied to 

asymptotic analysis of vector fields. Fuculty of science and 

Technology, Rykoku University, Seta. Ohtsu – 520-521. – 

Japan. –1996. – 29p.  

86. Canuto V. M., Dubovikov M. S., Dienstfrey A. Turbulent con-

vection in a spectral model // Phys. Rev. Letters.– 1997.– 78, 

№ 4.– P. 662–665. 

87. Canuto V. M., Dubovikov M. S. A dynamical model for tur-

bulence. II. Shear-driven flow // Phys. Fluids.– 1996.– 8,  № 

2.– Р. 587–598. 

88. Canuto V. M., Dubovikov M. S., Cheng Y, Dienstfrey A. A 

dynamical model for turbulence. III. Numerical results // 

Phys. Fluids.– 1996.– 8, № 2.– Р. 599–613. 

89. Хинце И.О. Турбулентность ее механизм и теория. Под 

ред.  Г.Н. Абрамовича. Москва: Физмат издат. – 1963. – 

680c. 

90. Kovasznay L.S.G. Structure of the turbulent boundary layer // 

Phys. Fluids.– 1967.– 10, № 9, Part II – P. 25–30. 

91. Nee P., Kovasznay L.S.G. Simple phenomenological theory 

of turbulent shear flows// Phys. Fluids.– 1969.– 12,  № 3.– P. 

473–484. 

92. Sparalt P.R., Allmaras S.R. A one-equation turbulence model 

for aerodynamic flows// AIAA Paper 92-0439. – 1992. – 

P.16. 

93. Sparalt P.R., Allmaras S.R. A one-equation turbulence model 

for aerodynamic flows// La recherche aerospatiate.– 1994.– 

1.– P. 5–21. 

94. Авраменко А.А., Басок Б.И., Кузнецов А.В. Теоретическая 

однопараметрическая модель турбулентных вязкости и 



 109 

температуропроводности// Промышленная теплотехни-

ка.– 2004.– т.26, № 5.– C. 10–13. 

95. Авраменко А.А. Модель турбулентности первого порядка 

на основе RNG k-  модели // Доповіді НАН України.– 

2005.– 4.– С. 77–80. 



 110 

ГЛАВА 2. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ФАКТОРЫ 

2.1 Макропористые среды 

2.1.1. Ренормгрупповая модель турбулентности  

в пористой среде 

Изучение физики течения через пористую среду стало 

основой многих теоретических и практических исследова-

ний в различных областях таких, как механика грунтов, гид-

рология грунтовых вод, нефтяная техника, промышленная 

фильтрация, порошковая металлургия, атомная энергетика и 

т.д. В последнее время процессы турбулентного течения в 

пористой среде интенсивно и глубоко изучаются. Экспери-

ментальные исследования турбулентных течений связаны со 

значительными трудностями различного характера. Поэтому 

в настоящее время развиваются различные численные мето-

дики, которые с хорошей точность описывают характери-

стики турбулентного течения в пористых средах. В работах 

[1,2] предложено вывод k  модели турбулентности для 

моделирования макроскопической турбулентности в порис-

той среде. В [3] приведены результаты численного исследо-

вания, которые получены на основе модели [1,2]. Различные 

аспекты макроскопического моделирования в гомогенных 

пористых средах представлены в работах [4-7]. В работе [4], 

используя процедуру осреднения по времени и по простран-

ству, получено уравнение для кинетической энергии турбу-

лентности. Масуока в статье [8] приводит различные данные 

по экспериментальному исследованию поведения потока в 

пористой среде, состоящей из емкости заполненной узкими 

трубками. Детально рассмотрено возникновение турбулент-

ности в пористой среде и расчет эффективной проницаемо-

сти в [9]. Разработке одномерной математической модели 

для расчета двумерного турбулентного потока в пористой 

среде посвящена работа [10]. Эта модель основана на допу-

щении, что член генерации турбулентной энергии в уравне-

нии для кинетической энергии пропорционален скорости в 
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кубе. Полуэмпирическая модель течения и теплообмена в 

пористой среде детально изложена в [11]. Низкая степень 

турбулентности, которая имеет место в пористом слое, рас-

смотрена в [12]. В [13] представлены результаты по прямому 

численному моделированию турбулентного течения в кана-

ле, заполненном пористой средой и жидкостью. Исследова-

ния эффектов турбулентности в псевдопористой среде чис-

ленной методикой, основанной на осредненных по Рей-

нольдсу уравнениях Навье-Стокса, и    моделью турбу-

лентности показаны в [14]. Здесь пористая среда рассматри-

валась как случайно расположенные твердые элементы. 

Проведя анализ литературных источников по турбу-

лентному течению в пористой среде, можно выделить два 

подхода к ее изучению. Первый основан на методе числен-

ного моделирования, детально описанного, например, в [15], 

где турбулентное течение рассматривается во всей пористой 

среде в целом. Позже эти расчеты были обобщены в работах 

[16, 17]. 

Второй подход изложен в [18 − 24] и, в отличие от пер-

вого, рассматривает процесс турбулентности в порах. 

В работе [25] проведен анализ указанных двух подходов, в 

результате которого было определено, что первый поход 

лучше использовать при расчете турбулентного течения для 

макропористых сред, которым соответствует большое зна-

чение числа Дарси. Второй подход более подходит для слу-

чаев, когда рассматриваются очень плотные пористые среды 

с маленькими значениями числа Дарси. 

Одним из способов моделирования турбулентности в 

макропористых средах является метод ренормализационной 

группы [26], который детально был рассмотрен примени-

тельно к течению в «чистой» среде в предыдущей главе. В 

случае пористой среды данный метод позволяет выявить фи-

зическую сущность влияния составляющей Форхаймера на 

закономерности турбулентного потока без привлечения эм-

пирической информации. 
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В данной главе будет рассмотрено применение метода ре-

нормализационной группы к изучению макроскопической 

турбулентности в пористой среде.  

 Представим некоторые аспекты вывода ренормализи-

рованных уравнений движения, теплообмена, кинетической 

энергии турбулентности и скорости диссипации с учетом 

пористости среды, так как основная методика уже была де-

тально изложена в предыдущей главе. 

Как показано в [1] уравнение движения потока в пористой 

среде включает член, описывающий линейное гидродина-

мическое сопротивление, который описывается законом 

Дарси, член, учитывающий нелинейное гидродинамическое 

сопротивление (Форхаймера) и член, учитывающий поправ-

ку Бринкмана. 
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J = e/ – отношение вязкостей, μе – эффективный коэффи-

циент динамической вязкости, K– проницаемость пористой 

среды, V


 – вектор скорости. 

Проекция вектора скорости на ось координат можно пред-

ставить в виде: 
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где sn – направляющий косинус.  

Используя (2.1.3) преобразуем выражение (2.1.1) к виду 
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Применим преобразование Фурье к основным параметрам 

(2.1.4), процедура которого для nU , P, Wnm, Fn, и 2W
usn

 была 

приведена ранее (п. 1.2), а для остальных параметров 
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Далее исключим давление и образы скорости из (2.1.7) по 

методике, приведенной ранее. В результате получим: 
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Разбиваем поле скоростей и силы на быстрые и медленные 

моды.  
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Исключим быстрые моды из (2.1.9) с помощью разбивки по-

ля скорости в ряд возмущений (аналогичный (1.3.5)). Для 

этого подставим указанное выражение для ряда в (2.1.10) и 

приравняем члены при одинаковых степенях 0 . Член ряда 

при s = 1 описывается выражением 
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Подставляя (2.1.12) в (2.1.11) получим 
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Учитывая правила осреднения (2.1.13) преобразуется в  
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Далее рассмотрим отдельно I и II члены. Согласно [27] I 

член преобразуется в  
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При расчете интеграла по ~  используем свойство дельта - 

функции   ~~δ  

 

      ~~~~δ~ ΩdΩ ,     (2.1.16) 

где   – произвольная функция. Используя (2.1.16) преобра-

зуем (2.1.15). В результате получаем 
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Аналогично II член может быть преобразован в  
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Члены при 3
0  и последующие в (2.1.13) не учитываются, так 

как они стремятся к нулю. Поэтому ограничимся случаем, 

когда s = 2. В результате (2.1.17) преобразуется в  
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где  
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Выражение (2.1.21) описывает ренормализированную со-

ставляющую нелинейного сопротивления Форхаймера. По-

скольку ренормализационная процедура продолжается до 

фиксированной точки, то все параметры в (2.1.19) при 0
2
 

исчезают. И (2.1.19) имеет вид 
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где  
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Следующим шагом будет определение турбулентного коэф-

фициента кинематической вязкости с учетом пористости и 

поправки Форхаймера. Для этого вычислим интеграл 

(2.1.20) по всему спектру частот 
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Для интегрирования (2.1.24) необходимо знать полюса по-

дынтегральной функции. Эти полюса находятся в точках 
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Интегрирование соответствует суммированию вычетов по-

дынтегральной функции в полюсах верхней полуплоскости. 

Следовательно,  
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где   ,  – подынтегральная функция.  

Рассмотрим случай, когда   /K , так как данное соот-

ношение является условием возникновения турбулентности 

в пористой среде. Для этого раскладываем в ряд по  /K  

выражении (2.1.26): 
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Первое слагаемое в (2.1.27) было получено [28] , а второе 

учитывает влияние эффектов пористости. Таким образом, 

выражение (2.1.24) принимает вид 
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Дальнейшее интегрирование по волновым числам с учетом 

правил (1.3.41) дает 
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Чтобы получить дифференциальное уравнение для эффек-

тивной вязкости продифференцируем (2.1.29) по  , когда 
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Индекс «0» опущен из-за того, что ренормализационная 

процедура происходит при условии    c c
    . Учитывая 

то, что 1

c cd d     , выражение для (2.1.31) перепишем в 

виде: 
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При граничном условии 

  0       (2.1.33) 

интегрирование уравнения (2.1.32) приводит к  
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которое является выражением для ренормализированной 

эффективной вязкости с учетом пористости среды. 
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Далее исключим волновое число из (2.1.34). Для это-

го вычисляем спектр энергии турбулентности по формуле 

(1.4.11). Подставляем в (1.4.11) выражение для корреляци-

онной функции эффективных случайных сил (1.2.22) и 

(1.3.5), а также учитывая выражение для эффективной вяз-

кости с учетом пористости среды (2.1.34) получим 
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В (2.1.35) c заменено на  также как и в (1.4.13). Для 

случая * = 4 и K   – пористая среда отсутствует – 

(2.1.35) преобразуется в закон Колмогорова. 

Теперь установим связь между D0 и . Для этого ис-

пользуем уравнение (1.4.18) при значении 3/4 , которое 

следует из (1.4.22). Это дает 
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где 
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Используем выражение (2.1.36) для определения кинетиче-

ской энергии турбулентности, получим 
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где 2F1 – гипергеометрическая функция. 

Теперь исключим волновое число из (2.1.34), используя 

(2.13.8). В результате получим 
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где 
0t

  определяется по формуле (1.4.21). Как видно из фор-

мулы (2.1.39) при определенных значениях параметров те-

чения и свойств пористой среды турбулентная вязкость мо-

жет вырождаться. Этот вопрос будет исследован ниже.  

Теперь рассмотрим преобразование слагаемого N  (выра-

жение 2.1.21), которое появляется в ходе перенормировки. 

Учитывая правила (1.3.43) – (1.3.45) выражение (2.1.21) бу-

дет иметь вид 
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Далее, как показано в работе [29] уравнение (2.1.40) преоб-

разуется в  
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В итоге, учитывая проведенные операции по перенормиров-

ке, получим окончательное выражение уравнения движения, 

которое включает поправку (2.1.41) 
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 Слагаемые с первого по четвертое учитывают влия-

ние пористости среды на процессы гидродинамики. Первое 

слагаемое выражает составляющую Бринкмана, которая 
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вводится для удовлетворения граничных условий на твер-

дых поверхностях, граничащих с пористой средой [29]. Вто-

рое слагаемое учитывает линейный закон гидродинамиче-

ского сопротивления (Дарси) в пористых средах. Третье - 

учитывает нелинейный закон гидродинамического сопро-

тивления (Форхаймера). Четвертое слагаемое обуславливает 

турбулентное гидродинамическое сопротивление пористой 

среды. Оно возникает в результате перенормировки нели-

нейной составляющей Форхаймера. 

Далее проведем перенормировку уравнения энергии с уче-

том пористости среды 
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где  
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Индексы e и f обозначают эффективный параметр и жид-

кость соответственно. Проведя туже процедуру перенорми-

ровки, что и для (2.1.1) и получим 
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где  
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Проведем разбивку поля температуры на быстрые и 

медленные моды. В результате имеем 
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 (2.1.47) 

Исключим быстрые моды температуры и скорости из 

(2.1.47) путем введения разложения в ряд подобно уравне-
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нию движения. Выражение для ряда идентичное (1.5.7). 

Член ряда для 1s  имеет вид 
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Подставляем ряд (1.5.7) в уравнение для температуры 

(2.1.47). Это дает 
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 (2.1.49) 

Член при 2

0  в (2.1.49) можно вычислить, используя выра-

жения (2.1.48) и (1.5.8), а также правила осреднения, приве-

денные в предыдущей главе. Первые два слагаемых не дают 

вклада. Последнее слагаемое равно 
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Используя свойства дельта-функции преобразуем (2.1.50) в 
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Подставляя выражение (2.1.51) в (2.1.49) получим: 
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Учитывая выражение (1.3.39) преобразуем (2.1.52) в 
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Поправка, ренормализирующая температуропроводность, 

имеет вид 
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Проинтегрируем (2.1.55) учитывая условия   0,   0, 

имеем 
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В итоге ренормализированный коэффициент температуро-

проводности имеет вид 
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Продифференцировав (2.1.57) по   в пределе   0, полу-

чим  
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Преобразуем (2.1.58) в безразмерный вид через введение 

турбулентного числа Прандтля 

 
1

11

11

Pr1

~1
Pr

PrPr



























t

dt

tt
J

d

d
A

d

d

d

d

d

d

d

d
.         (2.1.59) 

Выражение (2.1.59) может быть преобразовано в 



 126 


































1

1

1

1

Pr
Pr1

~11Pr
t

t

d

t
J

A
d

d

d

d

d

d
.   (2.1.60) 

Решение (2.1.60) имеет аналогичный вид (1.5.26) только ко-

эффициенты c и b определяются из выражений 

.11
~1

4
2

1

,11
~1

4
2

1

1

1









































JA
d

d
b

JA
d

d
c

d

d

    (2.1.61) 

В случае полностью развитой турбулентности в пористой 

среде (0/  0) выражение (1.5.26) преобразуется в  
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Если рассматривается задача с «чистой средой», т.е. 

  и J равны единице, то (2.1.62) упрощается к (1.5.29). Та-

ким образом, ренормализированное уравнение энергии с 

учетом пористости среды имеет вид  
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Слагаемое уравнения (2.1.63), обозначенное цифрой I опи-

сывает конвективную составляющую теплопередачи в по-

ристой среде; слагаемое под цифрой II – перенос теплоты за 

счет теплопроводности. 

Далее получим уравнение для кинетической энергии 

турбулентности. Исходное уравнение имеет вид 
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   (2.1.64) 

Применим процедуру перенормировки, которая включает 

преобразование Фурье параметров (2.1.64), разбивку поля 

скоростей на быстрые и медленные моды, исключение об-

раза давления, исключение быстрых мод из уравнения для 

медленных мод, используя для этого разложение в ряд. В 

итоге получим 
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  (2.1.65) 

где 
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– ренормализированный пропагатор. 

Окончательный вид ренормализированного уравнения для 

кинетической энергии 
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 (2.1.68) 

где слагаемые, обозначенные с I по IV, учитывают турбу-

лентный перенос пористой среды. Слагаемое под номером 

IV появляется в ходе процедуры перенормировки. 

Аналогичным образом получено уравнение для ско-

рости диссипации энергии, которое с учетом пористости 

имеет вид 
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С физической точки зрения выражение (2.1.69) являет-

ся «черным ящиком» и поэтому трудно интерпретировать 

каждый его член [30]. Нумерация слагаемым (2.1.69) соот-

ветствует интерпретации слагаемых уравнения (2.1.68). По-

следнее слагаемое в уравнении (2.1.69) появляется в ходе 

применения процедуры перенормировки. 

Более подробно процесс ренормгруппового моделирования в 

пористых средах рассмотрен в работах [31,33]. 

 

2.1.2 Гидродинамическая неустойчивость потока в  

пористой среде 

В пористой среде поток может носить ламинарный, пе-

реходной и турбулентный характер в зависимости от числа 

Рейнольдса и параметров пористости среды. Поскольку ап-

риори RNG модель турбулентности адекватно описывает все 

отмеченные выше режимы (см. п. 1.7), то для поверки рабо-

тоспособности модели необходимо знать условия, при кото-

рых происходит потеря устойчивости потока в пористой 

среде. 

 В зависимости от числа Рейнольдса ReK  

(  /Re
0

Ku
K

, 0u  – характерная скорость потока) можно вы-

делить различные типы течения в пористых средах. На рис. 

2.1.1. представлены границы возможных режимов течения в 

пористых средах в координатах 
K

  – ReK , где коэффициент 

гидравлического сопротивления K  определяется выраже-

нием: 
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2/1 / .     (2.1.70) 

В диапазоне ReK  от 0,1 до 1 ламинарное течение в 

пористой среде описывается законом Дарси, который пока-
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зывает, что при малых значениях числа Рейнольдса гидрав-

лическое сопротивление является линейной функцией ско-

рости. В области чисел Рейнольдса от 1 до 10 течение под-

чиняется законам Дарси и Форхаймера 

При значениях ReK  от 10 до 100 на гидравлическое со-

противление составляющая Дарси практически не влияет и 

его можно рассчитывать только с учетом поправки Форхай-

мера. При дальнейшем увеличении числа Рейнольдса 

( 210Re K ) происходит переход ламинарного течения в тур-

булентное [25].  

В общем случае фазовое пространство неустойчивости 

в пористой среде характеризуется тремя параметрами: чис-

лом Рейнольдса, числом Дарси, и безразмерным комплек-

сом, который учитывает нелинейное гидродинамическое со-

противление (Форхаймера). 

Впервые анализ устойчивости потока в канале, запол-

ненном пористой средой без учета нелинейной составляю-

щей Форхаймера был проведен в [34]. Влияние этого пара-

метра на неустойчивость в канале, заполненном пористой 

средой был проведен в [15]. Оба эти исследования касались 

только двухмерных возмущений. Ниже рассмотрен анализ 

неустойчивости на основе трехмерных возмущений в плос-

ком канале. 

Динамика ламинарного потока в пористой среде опи-

сывается системой дифференциальных уравнений, которые 

в декартовой системе координат имеют вид: 
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где x, y, z – декартовы координаты, u, υ, w – компоненты 

вектора скорости V


, соответствующие координатам x, y, z. 

 

 
Рис. 2.1.1. Режимы течения в пористой среде по данным 

[25]: 1 – 
K

K
Re

1
 ; 2 – 55,0

Re

1


K

K
; 3 – 55,0

K
; точки – 

экспериментальные данные. 

Для определения критериев гидродинамической неус-

тойчивости используем метод линейных возмущений [35]. 

Основное течение направлено вдоль оси x. Ось y направлена 

перпендикулярно основному течению от одной стенки кана-

ла к другой. Так как рассматривается плоский канал, то в 

направлении z осредненные параметры потока не изменяют-

ся. Представим в следующем виде поля скоростей 

       zyxtwwzyxtzyxtuyUu ,,,,,,,,,,,  , (2.1.72) 

и давления 

   zyxtpxPp ,,, ,     (2.1.73) 

где U , P  – параметры основного невозмущенного течения, 

pwu  ,,,  − параметры возмущений, которые определяются 

следующим образом 

    tzxiyuu  exp
1

,    (2.1.74) 
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    tzxiy  exp
1

    (2.1.75) 

    tzxiyww  exp
1

,    (2.1.76) 

    tzxiypp  exp
1

,    (2.1.77) 

где   − комплексная величина и может быть представлена в 

таком виде 
ir

i , где 
r

  − круговая частота отдельного 

колебания, 
i

  − коэффициент нарастания,  и   – волновые 

числа. Основное невозмущенное течение задается распреде-

лениями:  yUu  ,  xPp  . 

Подставим выражения (2.1.72) – (2.1.77) в уравнения 

(2.1.71) и отбросим квадратичные члены относительно со-

ставляющих скорости возмущающего движения. В результа-

те получим уравнения для возмущенных величин. Исключив 

амплитуды 
1111

,,, pwu  , получим [36] 
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где штрих означает дифференцирование по y~ . В уравнении 

(2.1.78)   2/1
/


 DaJM , 2/ hKDa  , JHuc

fF



/3/3 , 

222 k , h~ , khk 
~ , 


 uUU /

~ , 


 uc /~ , hyy /~  , 

0
/~ u . 

Для того чтобы определить критерий гидродинамиче-

ской неустойчивости необходимо исследовать уравнение 

(2.1.78) на собственные значения. Граничные условия при 

этом имеют вид: 

,1~ y  0~~  ,     (2.1.79,a) 

1~ y , 0~~  .     (2.1.79,б) 

Также необходимо знать профили невозмущенной скорости. 

Такие профили скорости были получены на основе числен-

ных расчетов. При этом параметры течения подбирались та-

ким образом, чтобы локальное число Рейнольдса находилось 

в диапазоне от 0,1 до 100. Это позволило учесть наличие 
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зон, где справедлив закон Дарси и закон «Дарси-

Форхаймера» [29]. В результате расчетов было получено, 

что в диапазоне чисел Рейнольдса от 0,1 до 2 профиль ско-

рости хорошо описывается аналитическим уравнением, по-

лученным в работе [15]: 
   

  1cosh

~coshcosh~






M

yMM
U     (2.1.80) 

При дальнейшем увеличении локального числа Рейнольдса 

невозмущеный профиль скорости начинает отличатся от 

(2.1.78). Заполненность профиля начинает увеличивается и 

достигает предельной заполненности после которой форма 

профиля не меняется. Этот профиль может быть описан сле-

дующим выражением: 

.~03753.1~0001853.0

~0669899.0~0002657.09881.0
~

43
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yy
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  (2.1.81) 

В расчетах устойчивости используются профили ско-

рости, полученные численным методом. Конкретный вид 

профиля выбирался по значению пары параметров М и  . 

Вид профиля менялся от формы, описываемой уравнением 

(2.1.80) до формы (2.1.81). Задача на собственные значения 

для уравнения (2.1.78) решалась методом коллокаций. 

Для верификации приведенной трехмерной модели 

расчета были проведены тестовые расчеты критерия неус-

тойчивости течения в плоском канале чистой жидкости 

( 0M ). Результаты расчетов показали, что критическое 

число Рейнольдса 
крRe 5772 , и согласуется с данными ра-

боты [15].  

Результаты расчетов критерия гидродинамической не-

устойчивости в пористой среде, полученные на основе урав-

нения (2.1.78), представлены на рис. 2.1.2. Из рисунка видно, 

что при увеличении параметров М и   значение 
кр

Re  увели-

чивается. Это обусловлено тем, что при увеличении пара-

метров М и   профиль скорости становится более запол-

ненным и это, в соответствии со второй теоремой Релея об 
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устойчивости движения потока [37], ведет к стабилизации 

течения и к возрастанию значения критического числа Рей-

нольдса. 

 
Рис. 2.1.2. Зависимость критического числа Рейнольдса от 

параметров М и Λ. 

Та же задача была рассмотрена в двумерной поста-

новке [15]. В этом случае неусточивость анализируется на 

основе модифицированного уравнения Орра - Зоммерфель-

да, которое учитывает влияние эффектов пористости  
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  (2.1.82) 

где  Hu


~  – безразмерная функция тока возмущенного 

движения. 

Расчеты на основе уравнения (2.1.82) методом колло-

кации с граничными условиями  

,0~~,1~ y      (2.1.83) 

0~~1~ y .     (2.1.84) 

дают практически идентичные результаты, что и уравнение 

(2.1.79). Хотя из уравнения (2.1.78) и не следует справедли-

вость теоремы Сквайра [37] о том, что двухмерные возму-

щения являются более опасными для устойчивости течения, 

чем трехмерные. 
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После линейного этапа неустойчивости, который был 

рассмотрен выше, начинают проявляться нелинейные эф-

фекты. Этот этап неустойчивости уже не может быть описан 

линейным уравнением Орра – Зоммерфельда. Для анализа 

указанного этапа неустойчивости в пористой среде можно 

воспользоваться зависимостью (2.1.34) для ренормализиро-

ванной турбулентной вязкости. Из (2.1.34) следует, что эта 

вязкость равна нулю, т.е. все нелинейные возмущения зату-

хают, при условии 

 1
3

*)ε2(
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Исключив волновое число из (2.1.85) и используя гауссов-

ский фильтр (1.8.2), получим критерий неустойчивости в 

форме числа Дарси. 
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где в качестве гауссовского фильтра используется размер dst 

средний размер частицы или диаметр фибра, которые фор-

мируют пористую среду. Следовательно 

2
Da

st
d

K
 .      (2.1.87) 

Если использовать для проницаемости соотношение Козени 

[29] 

)1(180 2
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d
K .     (2.1.88) 

и выражение для отношения вязкостей 




1
J ,       (2.1.89) 

то получим следующую формулу для критического значения 

пористости 
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. (2.1.90) 

В случае трехмерного течения из (2.1.90) следует 

72,03  D

cr
,      (2.1.91) 
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для двумерного потока имеем 

775,02  D

cr
.      (2.1.92) 

Сравнение (2.1.91) и (2.1.92) показывает, что трехмерный 

поток менее устойчив по сравнению с двухмерным. Этот 

вывод прямо противоположен теореме устойчивости Сквай-

ра для линейного этапа развития неустойчивости, в том чис-

ле и в пористых средах [15]. 

RNG модель турбулентности используется не только 

для расчетов вынужденной конвекции, но и для анализа сво-

бодноконвективных течений. Поэтому кратко остановимся 

на задаче о неустойчивости Рэлея – Бенара в пористых сре-

дах, используя нелинейный подход Лоренца [38]. Этот под-

ход, основан на определении условий, при которых в фазо-

вом пространстве нелинейной системы автономных диффе-

ренциальных уравнений третьего и выше порядков появля-

ется странный аттрактор, что и является критерием зарож-

дения турбулентного движения. 

Рассмотрим задачу о движении жидкости в зазоре с 

пористой средой конечной толщины h, который подогрева-

ется снизу. Поскольку рассматривается двухмерная задача, 

то уравнения движения и энергии удобно представить через 

функцию тока   следующим образом 
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,            (2.1.94) 

где 1TT   представляет собой избыточную температуру, 

t  - коэффициент термического расширения. В этом случае 

распределение температур удобно представить в виде 

hTy /θ  , где θ  есть отклонение от линейного невозму-

щенного профиля температуры, вызванное конвективным 

возмущением. Учитывая выражение для , преобразуем 

систему (2.1.93), (2.1.94) в 
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Для задачи со свободными границами система (2.1.95), 

(2.1.96) должна быть проанализирована при следующих ус-

ловиях 

02    при 0y ,   

02    hy  .    (2.1.97) 

Для того, чтобы удовлетворить граничным условиям (2.1.97) 

выберем следующие соотношения для возмущающих функ-

ций [38] 
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где cr Ra/Ra ,   aThg /Ra 3 ,   2324 /1Ra 
c

 - числа Ре-

лея. В (2.1.98) и (2.1.99) X(t) – амплитуда конвективного 

движения, Y(t) – разность температур между восходящими и 

нисходящими потоками, Z(t) – отклонение вертикального 

профиля температур от линейного. Подстановка (2.1.98) и 

(2.1.99) в (2.1.96) дает 
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где   222 /1Fo ht  - число Фурье, 2/Da hK  - число Дарси, 

 21/4 b . После подстановки (2.1.98) и (2.1.99) в (2.1.96) 

получаем 
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R(x,y) – невязка. Чтобы найти Fo/ ddY  и Fo/ ddZ  необходимо 

(следуя методу Галеркина) умножить R(x,y) на пробные 

функции (в нашем случае  hy /sin   и  hy /2sin  ) и проинтег-

рировать по y в пределах от нуля до h. Это приводит к двум 

уравнениям 
 

       FoFoFoFo
Fo

Fo
YZXrX

d

dY
 ,        (2.1.102) 

 
     FoFoFo

Fo

Fo
bZYX

d

dZ
 ,         (2.1.103) 

Таким образом, имеем систему трех нелинейных уравнений 

(2.1.100), (2.1.102), (2.1.103). Эта система отличается от сис-

темы Лоренца [37] для чистой жидкости слагаемым  Da4/ 2b  

в уравнении (2.1.100). В пределе Da   система (2.1.100) – 

(2.1.103) трансформируется в систему Лоренца. 

Был проанализирован вариант при Da  = 0,05 и Pr = 3. 

Оказалось, что минимум относительного числа Релея 
min

r = 11 

находится в точке b0,3. Однако само число r зависит от па-

раметра b. Число же Релея Ra, которое не включает волно-

вое число, есть произведение r cRa . Поэтому были построе-

ны зависимости Ra = Ra(b), отражающие границы возникно-

вения и аннигиляции странного аттрактора, что показано на 

рис.2.1.3. 

 Минимум нижней кривой 1crRa   33481 (при b2,1) 

представляет собой критическое число Релея возникновения 

странного аттрактора. Физически это соответствует процес-

су зарождения турбулентности, т.е. началу переходного ре-

жима движения. Минимум верхней кривой 2crRa   126484 

(при b2,1) представляет собой минимальное значение числа 

Релея, соответствующее аннигиляции странного аттрактора. 
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Рис. 2.1.3. Зависимость критического числа Релея от  

параметра b. 

В области лежащей выше верхней кривой наблюдается пол-

ностью хаотичное движение в фазовом пространстве. Это 

соответствует режиму развитой турбулентности, т.е. верхняя 

кривая является границей, отделяющей переходной режим 

от режима развитой турбулентности. Следовательно, в мак-

ропористых средах в диапазоне чисел Релея от ~ 33 310  до ~ 

123 310  реализуется переход от конвективного движения к 

развитому турбулентному при Da  = 0,05 и Pr = 3. 

Численные эксперименты с использованием RNG 

k  модели турбулентности для пористых сред (п. 2.1.1) 

подтвердили результаты, полученные на основе теории ус-

тойчивости.  

 

2.1.3 Примеры численных расчетов 

В данном разделе на основе турбулентной модели гид-

родинамики и теплообмена, которая учитывает пористость 

среды (п. 2.1.1), представлены результаты численного моде-

лирования гидродинамических и теплофизических процес-

сов в активной зоне высокотемпературных газоохлаждае-

мых реакторов (ВТГР) насыпного типа. Активная зона реак-

тора насыпного типа рассматривается как макропористая 

среда, процессы в которой можно моделировать на основе 
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гидродинамики сплошных сред с соответствующими по-

правками. 

В настоящее время одним из направлений развития ре-

акторостроения является создание ВТГР модульной конст-

рукции [39-41]. Ядерные энергетические установки с мо-

дульными реакторами соответствуют требования междуна-

родной программы «GIF-IV» по разработкам ядерных сис-

тем четвертого поколения. В связи с этим было отобрано 

шесть концепций реакторов нового поколения, в том числе, 

и концепции газоохлаждаемых реакторов, как на тепловых, 

так и на быстрых нейтронах. 

Возрастание интереса к реакторам на быстрых нейтро-

нах связано с возможностью их использования для решения 

задач минимизации радиоактивных отходов, создания замк-

нутого ядерного цикла и воспроизводства ядерного топлива. 

Также сейчас может возникнуть необходимость в высоко-

температурной теплоте для производства водорода, газифи-

кации угля, производства синтетических газов.  

Обеспечение безопасной эксплуатации атомных элек-

тростанций является основной из важнейших проблем со-

временной энергетики. Вопросам расчета теплообмена и 

гидродинамики в энергетическом оборудовании отводится 

ключевая роль. Важнейшей задачей при создании ядерного 

реактора является достоверное прогнозирование изменения 

основных параметров в элементах оборудования. Одним из 

возможных средств анализа теплогидравлических процессов 

в элементах энергетического оборудования является расчет-

ный анализ, который основан на математических моделях, 

носящих наиболее общий характер и учитывающих наи-

большее количество параметров. Для расчета таких течений 

необходимо решить модифицированную систему уравнений 

движения (Навье - Стокса), и уравнение теплообмена (Фу-

рье-Кирхгофа) с учетом поправок на пористость среды. Эта 

модель  представлена в п. 2.1.1.  
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На рис. 2.1.4 представлена схематически активная зона 

реактора с шаровой засыпкой. 

 

Рис. 2.1.4. Модель активной зоны с шаровой засыпкой. 

Геометрическая модель задачи представляет собой цилинд-

рический канал, в центре которого находится засыпка из 

сферических топливных элементов. Область, заполненная 

сферическими топливными элементами имеет радиус 

3,1r м. Шаровая засыпка граничит со свободной средой, 

которая отделяет ее от внешней стенки канала. Ширина это-

го зазора 1м. Данный объект рассмотрен в цилиндрической 

системе координат, где ось z направлена по оси канала. Рас-

чет проводился при следующих численных значениях пара-

метров: высота модели активной зоны 4,1L  м, начальная 

скорость теплоносителя w0 = 5 м/с, объемное тепловыделе-

ние шаровой засыпки qv = 2 МВт/м
3
. В качестве теплоноси-

теля использовался гелий. 

Для численного решения поставленной задачи необхо-

димо задать граничные и начальные условия. На входе в ка-

нал профиль скорости и температуры задавался как функция 

Hp 

 

w 
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поперечных координат. На твердых поверхностях задава-

лось нулевое значение скоростей и кинетической энергии 

турбулентности, на внешней стенке модели активной зоны 

нулевой  - тепловой поток 0/  rT , (r – нормаль к стенке). 

Если пористая среда граничит с «чистой» средой 

(рис.2.1.4), то граничные условия в общем виде для каса-

тельной составляющей скорости (в направлениях x и y) 

имеют вид: 

00

α
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BL

PHr

BJ w
KK

w
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w
,         (2.1.104) 

где 
BJ

  − коэффициент Бивеса-Джозефа ( 45,1BJ ), pH – 

граница раздела пористой и «чистой» среды [29]. 

В качестве уравнения состояния использовалось сле-

дующее соотношение для гелия [42]: 

   4
10

exp11110υ pTbTTa
p

RT
 ,          (2.1.105) 

где 610085,1 a  м
3
/(кг·град), 2,2730 Т  °К, 82,211R  

кГм/(кг·град), 000685,01 b  (°К)
-1

(кГ/м
2
)
-1/4

, p  кГ/м
2
. 

Теплопроводность гелия можно описать выражением: 
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88,08536,0159,0
5

69,0




 ,         (2.1.106) 

где 320/T , T  в ºС. 

Выражение для вязкости гелия имеет вид: 
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109,8
8536,0

7
69,0
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b ,         (2.1.107) 

5
2 1002341,2 b ,   измеряется в Н·сек/м

2
. Теплоемкость ге-

лия можно рассматривать как постоянную величину cp = 

5,193 кДж/(кг·град). Выражения с (2.1.105) по (2.1.107) 

справедливы в диапазоне температур от 0 до 3000 ºС. 

Коэффициент Форхаймера в уравнении (2.1.42) опре-

делялся из выражения [29]: 

46,05,5155,0 
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d
c ,          (2.1.108) 
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где std  - диаметр сферического топливного элемента, ed  - 

эквивалентный диаметр шаровой засыпки. Значение прони-

цаемости среды определялось по формуле (2.1.88), а объем-

ной пористости шаровой засыпки равно 25,0 . 

Для точной проверки характера движения теплоноси-

теля было определено 883Re K . Это значение превышает 

критическое, которое равно 10
2
 [29]. Также режим течения 

определялся на основе расчета линейной гидродинамиче-

ской неустойчивости в пористой среде (п.2.1.2). Расчеты по-

казали, что значение числа Рейнольдса при моделировании 

движения теплоносителя равно 180000ν/Re e0кр  dw , что 

превышает критическое значение, равное 140000Reкр   (рис. 

2.2). Следовательно, течение было заведомо турбулентное. 

Для проверки адекватности модели турбулентности в 

пористой среде были проведены расчеты для канала, полно-

стью заполненного пористой средой без зазора. На основе 

этих расчетов получены профили скорости, которые пред-

ставлены на рис 2.1.5. Кроме того на этом же рисунке пред-

ставлены профили скорости, полученные аналитическим пу-

тем на основе упрощенной модели. Аналитическая модель 

является следствием упрощения полной модели [26] 
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F ,  (2.1.109) 

где vs  − косинус угла между направлением течения потока и 

вертикальной осью. Уравнение (2.1.109) является упрощен-

ной формой полного уравнения движения (2.1.42). 

Представим уравнение (2.1.109) в следующей форме: 

0


A
dy

d
,      (2.1.110) 

где y  − расстояние от стенки канала,  

v

F s
dd

d

K

c
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2

2

2 2
4 .     (2.1.111) 
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Проинтегрировав уравнение (2.1.110) в области от 0 до y по-

лучим выражение для касательного напряжения 

 Ay
w

 exp  .     (2.1.112) 

На основе турбулентной модели длины смешения Прандтля 

выражение (2.1.112) преобразуется в  

   Ay
dy

du
y

w









 exp

2

2 ,    (2.1.113) 

где   − константа Кармана. Проинтегрировав (2.1.112) по-

лучим распределение скорости, 
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  ,     (2.1.114) 

где 


/
w

u  − скорость трения, Ei − интегральная экспо-

нента, которая определяется выражением: 
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В универсальных координатах (2.1.114) имеет вид: 
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где










  uAvAuuuvyuy /,/,/ . Параметр A  характери-

зует влияние коэффициента Форхаймера на профиль скоро-

сти в пористой среде. В вязком подслое профиль скорости 

линейный 
  yu .      (2.1.117) 

Используя для толщины вязкого подслоя (VSL) значение 

6,11
VSLy  [26] и сопоставляя выражения (2.1.3.13) и 

(2.1.3.14) на границе вязкого подслоя, получим уравнение 

для 
1C  
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Используя (2.1.117) уравнение (2.1.114) трансформируется в  
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На рис. 2.1.5 показаны профили скорости потока в пористой 

среде, а также профиль для «чистой» среды (А
+ 

= 0), который 

описывается выражением: 

5,5ln5,2   yu .     (2.1.120) 

 Из рис. 2.1.5 видно, что численные данные хорошо 

согласуются с аналитическими данными, что говорит об 

адекватности предложенной модели турбулентности. 

На эффективность работы ядерных установок значительное 

влияние оказывают гидродинамические характеристики. 

Важную роль при этом играет гидравлическое сопротивле-

ние, которое определяется выражением: [43]: 

2

2

0
w

hd

l
p

st


 ,      (2.1.121) 

где   − коэффициент гидравлического сопротивления, h  − 

относительная высота элементарной шаровой ячейки, в на-

шем случае она равна 1. 

 



 145 

 

Рис. 2.1.5. Профили скорости потока в канале: 1 − А
+ 

= 

0,03; 2− А
+ 

= 0,02; 3 − А
+ 

= 0,01; 4 − А
+ 

= 0. Пунктирные ли-

нии − численный расчет, сплошные линии − аналитический. 

 Данные, полученные на основе численного решения 

выражения (2.1.42) для канала, полностью заполненного 

макропористой средой, обобщены линией 1, которая изо-

бражена на рис. 2.1.6. Выражение (2.1.42) учитывает влия-

ние эффектов пористости, а именно, линейный закон гидро-

динамического сопротивления (слагаемое II), нелинейный 

закон гидродинамического сопротивления (слагаемое III), 

турбулентное гидродинамическое сопротивление пористой 

среды (слагаемое IV). 

 Линия 2 обобщается выражением, полученным экс-

периментальным путем для канала полностью заполненного 

пористой средой [33]: 
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0

,    (2.1.122) 

где 

min

Re
Re


 ш ,       (2.1.123) 
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FF /
minmin

 ,   2/4/sin 2

min st
dF   − минимальная площадь 

проходного сечения шаровой ячейки, F  − площадь попе-

речного сечения шаровой ячейки,   – угол зависит от спо-

соба укладки шаровой засыпки. 

Линия 3 получена на основе предложенной математической 

модели (п. 2.1) без учета слагаемого IV (уравнение 2.1.42), 

которое обуславливает турбулентное гидродинамическое 

сопротивление пористой среды, полученное в ходе процеду-

ры ренормализации уравнения движения. Линия 4 описыва-

ет зависимость гидравлического сопротивления от числа 

Рейнольдса для течения «чистой» среды в канале и опреде-

ляется формулой Блазиуса. 

4
0

0,3164

Re
 

.      (2.1.124) 

Как видно из рис.2.1.6, именно учет слагаемого IV в уравне-

нии (2.1.42), которое появляется в ходе перенормировки сла-

гаемого Форхаймера приводит к тому, что результаты чис-

ленного моделирования гидравлики шаровой засыпки хоро-

шо согласуются с экспериментальными данными исследова-

ния [43]. Без учета указанного слагаемого результаты чис-

ленного моделирования отличаются от экспериментальных 

данных на 25%. 

Далее приведены результаты численной реализации RNG 

k  модели турбулентности с учетом пористости [33,44-46]. 

 Из рисунка 2.1.7 видно, что в области, заполненной 

шаровой засыпкой (от 0 м до 1,3 м), скорость движения теп-

лоносителя уменьшается по направлению движения потока 

теплоносителя, а во внешнем зазоре увеличивается, причем 

максимум профиля смещен в сторону шаровой засыпки.  

 Рис. 2.1.8 показывает, что по мере продвижения теп-

лоносителя по каналу происходит его равномерное прогре-

вание. Причем интенсивность прогрева зависит от прони-

цаемости шаровой засыпки, что обусловлено трансформаци-

ей профиля скорости с изменением проницаемости 

(рис.2.1.9). 
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Рис. 2.1.6. Зависимость коэффициента гидравлического со-

противления от числа Рейнольдса: 1 − математическая мо-

дель (п. 2.1); 2 −работа [44]; 3 − математическая модель (п. 

2.1) без учета слагаемого Форхаймера, полученного в ходе 

перенормировки; 4 − выражение (2.1.125). 

 
Рис. 2.1.7. Распределение профиля скорости теплоносителя 

по длине модели активной зоны насыпного типа: 1− 0,1 м, 2 

− 0,5м, 3 − 1 м, 4 − 1,4 м. 

С уменьшение проницаемости шаровой засыпки скорость 

движения теплоносителя падает, что влечет за собой рост 

его температуры (рис. 2.1.10) 
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Рис. 2.1.8. Распределение температуры теплоносителя по 

длине модели активной зоны насыпного типа: 1− 0,1 м, 2 − 

0,5 м, 3 − 1 м, 4 − 1,4 м. 

 Это может привести к тому, что при низких значени-

ях проницаемости ( K  < 5103   м
2
, рис. 2.10) температура 

теплоносителя может достигнуть критического значения 

(1200 °C), при которой может произойти нарушение целост-

ности  оболочки тепловыделяющего элемента. 

 

 
Рис. 2.1.9. Распределение профиля скорости теплоносителя 

по радиусу активной зоны на выходе при разной проницае-

мости пористой среды: 1 − 53,3 10K   м
2
, 2 − 55 10K    м

2
, 3 

− 41 10K    м
2
. 
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Рис. 2.1.10. Зависимость температуры теплоносителя от 

проницаемости шаровой засыпки на выходе из активной зо-

ны. 

 

2.2. Биоконвекция 

Проблемами биоконвекции начали заниматься еще в 

XIX веке. В конце XIX века ряд ученых Кон, Энгельман и 

Пфеффер (смотри [47]) показали, что, находясь в питатель-

ной среде, бактерии способны изменять направление движе-

нии - стремясь переместиться под действием каких – либо 

факторов. Этими факторами могут быть силы тяжести, гра-

диент концентрации кислорода, градиент концентрации пи-

тательных веществ, магнитное поле и т.д. В результате на-

правленного движения клетки накапливаются в верхнем 

слое питательной среды. Когда их концентрация превышает 

некоторое пороговое значение, то возникает биоконвекция. 

Биоконвекция — это движение жидкой среды, обусловлен-

ное направленным потоком микроорганизмов, приводящему 

к перераспределению плотности среды. При этом появляют-

ся пространственные структуры, подобные тем, что соответ-

ствуют механизму Рэлея–Тейлора для обогреваемой непод-

вижной среды. 
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Биоконвекция – новая, бурно развивающаяся область 

науки на стыке теплофизики, гидромеханики и биологии. 

Первые детальные наблюдения биоконвективных потоков 

микроорганизмов были проведены Х. Вагером в начале ХХ 

столетия [48]. Через пятьдесят лет подобные исследования 

были возобновлены Дж. Р. Платтом [49], который и ввел 

термин «биоконвекция». В работе [50] были проведены из-

мерения длин волн возмущений биоконвективных потоков, 

вызывающих гидродинамическую неустойчивость. Множе-

ство процессов в микробиологической, пищевой, химиче-

ской и фармацевтической промышленности происходят в 

условиях интенсивной биоконвекции, поэтому ее изучение 

носит важный прикладной характер. 

Большинство существенных результатов в биоконвек-

ции было получено за последние два десятилетия [51–54]. В 

отличие от традиционной многофазной теории переноса, где 

твердые частицы пассивны и увлекаются потоком жидкости 

(газа) или двигаются под действием внешних сил, биокон-

векция рассматривает поток бактерий и морских водорос-

лей. Микроорганизмы имеют большую плотность, чем вода: 

морские водоросли приблизительно на 5% плотнее, бакте-

рии – почти на 10 %. Подъемное движение микроорганизмов 

обычно вызвано реакцией на внешнее силовое поле тяжести 

или биохимический стимул (например, градиент концентра-

ции кислорода). Реакция на внешнее силовое поле тяжести 

называется «гравитаксия» («gravitaxis»). Центр массы ти-

пичного всплывающего микроорганизма смещен от геомет-

рического центра в направлении против силы тяжести. Пе-

ремещение бактерии обеспечивает молекулярный движи-

тель, встроенный в мембрану бактерии [55]. Этот движитель 

извлекает энергию из электрохимического градиента, кото-

рый существует между цитоплазмой ячейки и люменом. 

Указанный градиент создает ионный поток через движитель, 

который преобразуется во вращательный крутящий момент. 
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Количество самодвижущихся микроорганизмов в од-

ном кубическом сантиметре может быть очень большим – 

10
7
 для режима с низкой концентрацией микроорганизмов 

(когда взаимодействием между отдельными микроорганиз-

мами можно пренебречь) и 10
11

 для «турбулентного» режи-

ма, когда микроорганизмы практически плотно упакованы. 

В последнем случае картина течения носит сложный харак-

тер, при котором статистические параметры потока подобны 

турбулентным пульсациям. Этот эффект называется низко-

рейнольдсовой турбулентностью, так как характерные числа 

Рейнольдса довольно малы [56,57]. Другая интересная осо-

бенность состоит в том, что в случае турбулентного режима 

движение микроорганизмов происходит в очень тонком слое 

и поэтому почти двухмерно. Это противоречит традицион-

ному пониманию, что турбулентность – это трехмерное яв-

ление. В настоящее время все теоретические попытки моде-

лирования этого процесса были ограничены феноменологи-

ческими моделями [58]. Поэтому, исследователи все еще 

очень далеки от понимания этого процесса. Понимание та-

кого типа явлений может изменять некоторые традиционные 

представления природы турбулентности. 

При моделировании биоконвективных процессов так-

же важно обратить внимание на то, что движение индивиду-

альной бактерии не полностью детерминировано, а содер-

жит случайный компонент. Поэтому при моделировании 

биоконвекции в уравнениях должны фигурировать стохас-

тические члены. Определение надлежащей функциональной 

формы и величины этих стохастических членов — вероятно 

наиболее сложная часть в создании континуальной модели 

биоконвекции. 

Для построения модели турбулентного массопереноса 

при биоконвекции используем ренормализационно – груп-

повой анализ [59], абстрагируясь от феноменологического 

(эмпирического) подхода. 
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Исходное уравнение массопереноса имеет следующий 

вид [58] 
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где 0 — коэффициент диффузии микроорганизмов, n – кон-

центрация микроорганизмов, sm – проекция единичного век-

тора направления движения микроорганизмов, W – средняя  

скорость движения микроорганизмов относительно жидко-

сти (предполагается, что W является постоянной величиной). 

Фурье-образы скоростей в уравнении (2.2.1) опреде-

ляются по формуле (1.2.2), а остальные величины преобра-

зуются согласно 
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Подставив эти выражения в (2.2.1), получим 
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где 
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 iG      (2.2.5) 

 –  пропагатор нулевого порядка. 

Перейдем к непосредственной процедуре ренормали-

зационного анализа. Разбиение скоростей на медленную и 

быструю части произведем согласно (1.3.1), остальные вели-

чины уравнения (2.2.4) разбиваются следующим образом 
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Как обычно, исключим быстрые моды из уравнения 

для медленных мод, используя ряды по 0 для быстрых мод. 

Это дает 
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При анализе уравнения (2.2.8) необходимо учитывать, 

что быстрые нулевые моды скорости связаны с быстрыми 

модами случайной силы соотношением (1.3.13), а также вы-

ражение для корреляции случайных сил (1.2.22). 

Далее надо определить, что такое быстрые моды угла 

движения микроорганизмов. В работе [60] показано, что при 

вертикальном движении микроорганизмов возмущенный 

вектор движения этих микроорганизмов определяется по 

формуле 

 0,,s  BB
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т – плотность микроорганизма, h – смещение центра масс 

микроорганизма относительно его центра плавучести. Ком-

поненты вектора (2.2.9) определяются по формулам 
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где х и у координатные оси в горизонтальной плоскости, z 

вертикальная ось, u, v и w компоненты скорости, соответст-

вующие осям х, у и z. Штрих около компонент скорости по-

казывает, что это возмущенные компоненты, т.е. их можно 

считать быстрыми модами скорости. 
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Формулы (2.2.11) и (2.2.12) получены в предположе-

нии, что микроорганизмы имеют форму эллипсоида, 0 

представляет собой эксцентриситет, который вычисляется 

по соотношению 

2

min

2

max

2

min

2

max

0
bb

bb




 ,      (2.2.13) 

где bmax — большая полуось микроорганизма, который име-

ет форму эллипсоида, bmin – малая полуось. 

Вычисления производятся в предположении, что воз-

мущенный вектор соответствует быстрым модам. 

Интегрирование по частоте и волновым числам дает 
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Преобразуем (2.2.8) учитывая соотношения (2.2.14) и 

(2.2.15). В результате имеем ренормализованное уравнение 

диффузии: 
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где 
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 155 

Как видно ренормализованное уравнение диффузии отлича-

ется от исходного (2.2.8) тем, что пропагатор уравнения 

(2.2.16) включает ренормализованное значение коэффициен-

та диффузии 
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Продифференцируем это выражение по  в пределе   0, 

учитывая бесконечно малое значение шага ренормализации. 

В результате получаем 
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В правой части этого уравнения вязкость и коэффициент 

диффузии записаны без нулевого индекса, так как на каждом 

шаге итерационного исключения быстрых мод ренормали-

зуются те значения вязкости и коэффициента диффузии, ко-
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торые были получены на предыдущем шаге. Вводя турбу-

лентное число Шмидта, преобразуем (2.2.19) с учетом соот-

ношения для вязкости (1.4.2) 
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где  
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Решив уравнение (2.2.20), получим зависимость для турбу-

лентного числа Шмидта от турбулентной вязкости. Эта за-

висимость будет замыкать уравнение диффузии (2.2.1), ко-

торое после ренормализации имеет вид 
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В общем виде уравнение (2.2.20) не допускает точного ре-

шения. Рассмотрим приближенные варианты анализа этого 

уравнения. В частном случае ориентации координатной сис-

темы, которая справедлива для уравнений (2.2.5), соотноше-

ние (2.2.11) приобретает конкретную форму 
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Отсюда, в частности, следует, что непосредственно само 

движение микроорганизмов, обладающих сферической сим-

метрий, дает малый вклад в формирование турбулентных 

процессов массопереноса. 
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В случае, когда второе слагаемое в круглых скобках 

(2.2.20) гораздо меньше единицы, уравнение (2.2.20) допус-

кает точное решение 
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Sc - молекулярное (не ренормализованное) число Шмидта. 

Индекс "0" в турбулентном числе Шмидта означает, что это 

число является решением в начальном приближении урав-

нения (2.2.20). В области высоких чисел Рейнольдса, т. е. 

при полностью развитой турбулентности, когда 0/  0, из 

(2.2.25) находим для трехмерного течения 

7179,03929,1/1Sc 1

0
 

t
. 

Используя Sct0, получим приближенное решение 

(2.2.20). Для этого перепишем его, включив в правую часть 

вместо Sct начальное приближение Sct0: 
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Интегрирование по частям второго слагаемого дает 

CdF tt

tt






























 











 ~
~
Sc

1
6

~
Sc

ScSc

~

1

1/6

1

0

/6

1

01

0

1 .  (2.2.28) 

Константу интегрирования С находим из условия 

ScScSc 0  tt  при 1~  . Это дает 
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В случае, когда constSc 0 t  имеем 
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В другом предельном случае, когда 1~/ /6  F  справедливо 

следующее выражение 
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Таким образом, получено ренормализованное уравне-

ние массопереноса при турбулентной биоконвекции (2.2.23). 

Это уравнение замыкается соотношением для турбулентного 

числа Шмидта. Непосредственно само турбулентное число 

Шмидта рассчитывается либо по формулам (2.2.29) или 

(2.2.30) при условии 1~/ /6  F , либо - по (2.2.31) при 

1~/ /6  F . В общем случае расчет турбулентной биоконвек-

ции требует дополнительного интегрирования уравнения 

(2.2.20). 

В работе [61] была исследована нелинейная неустой-

чивость биоконвекционных процессов на основе модели Ло-

ренца [38]. Эти результаты дали косвенное подтверждение, 

полученных выше выводов. Кратко остановимся на данной 

модели. 

В работе [61] определены границы различных гидроди-

намических режимов двухмерной биокнвекции для 

gyrotactic microorganisms. Для этого были рассмотрены био-

конвективные процессы в плоском двухмерном вертикаль-

ном слое, высотой h. Следуя Лоренцу, была рассмотрена за-

дача со свободными границами. Для того чтобы удовлетво-

рить граничным условиям со свободными границами были 

выбраны следующие соотношения для возмущающих вели-

чин – функции тока и концентрации [38] 
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где 
0

N  - средняя концентрация в слое, λ – волновое число 

возмущений по оси х. 

cr Ra/Ra ,      (2.2.34) 
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3 /Ra Ngh ,     (2.2.35) 
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     (2.2.36) 

 - числа Релея,  — средний объем микроорганизма,  - 

разность плотностей микроорганизма и среды, 
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022 1Fo
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      (2.2.37) 

 - число Фурье. 

После подстановки возмущающих функций в исход-

ные уравнения и получения невязки, на основе метода Га-

леркина получаем систему автомодельных уравнений для 

возмущающих амплитуд 
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rWB
A 0

2 )2(24 
 ,    (2.2.41) 

 21

4


b .      (2.2.42) 

Система (2.2.38) – (2.2.40) подобна системе Лоренца [38]. 

Однако имеются отличия в знаках в уравнениях (2.2.39) и 

(2.2.40). 

Предоженная маломодовая модель биоконвективного 

течения для gyrotactic microorganisms позволила определить 

границы различных режимов движения среды. Используя 

аналитические и численные методы, было выявлено четыре 

критерия устойчивости биоконвективных потоков виде чи-

сел Релея. Эти критерии соответствуют границам возникно-

вения монотонной биоконвекции cr1*Ra , осциллирующей не-

устойчивости cr2*Ra , турбулентных пульсаций cr3*Ra  и раз-

витого турбулентного режима cr4*Ra . Критические числа Ре-
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лея зависят от числа Шмидта и параметра 0 , описывающе-

го геометрическую структуру микроорганизма. 

В данной ситуации наиболее интересен критерий 

cr4*Ra , соответствующий возникновению развитого турбу-

лентного режима. Монотонное увеличение параметра А при-

водит к тому, что при определенных значениях A  = 4crA  в 

фазовом пространстве происходит вырождение странного 

аттрактора и наблюдается полностью хаотичное движение. 

Это соответствует появлению режима развитой турбулент-

ности. Таким образом, значение 4crA  можно интерпретиро-

вать как границу, отделяющую переходной режим от режи-

ма развитой турбулентности. По точке вырождения странно-

го аттрактора были получены критические значения 4crA  и 

4crb  как функции числа Шмидта, на основе численных ис-

следований и приведены в таблице  2.1. 

На основе формулы (2.2.41) можно определить чет-

вертый критерий неустойчивости 

  

Таблица  2.1 

Sc 5 10 15 

4crb  3.3 3.9 4 

4crA  49.6 34 21 
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32
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bbb

A ,      (2.2.43) 

соответствующий возникновению полностью развитого тур-

булентного движения. Зависимость cr4*Ra  от 0  при Sc  = 

idem является ниспадающей, так как 4crb > 2 (Таблица 2.1). 

Это означает, что приближение формы организмов к сферо-

подобной затягивает развитие турбулентности. Этот же факт 

подтверждается ренормгрупповым анализом процессов био-

конвекции, приведенным выше. 
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2.3. Нестационарная турбулентность 

Нестационарные гидродинамические процессы широко 

распространены в реальных технических устройствах. При 

этом эти процессы в большинстве своем носят турбулент-

ную природу. 

В исследованиях турбулентности на основе RNG под-

хода анализ проводился в предположении, что вся неста-

ционарность процесса заключается в высокочастотных тур-

булентных пульсациях. Это позволяло при оценке интегра-

лов по волновым числам, которые возникают из-за исполь-

зования d + 1 - мерного преобразования Фурье, ограничи-

ваться энергетическим пределом, когда принималось, что  

= 0 (смотри (1.3.37), (1.3.38)). Такое упрощение приводит к 

не учету медленно протекающих (по сравнению с турбу-

лентными пульсациями) нестационарных процессов, харак-

терных для реальных проблем гидродинамики. Модифици-

рованный RNG подход позволяет устранить этот недостаток 

и учесть нестационарность непосредственно самого потока 

[62, 63]. 

Как и в случае  = 0 перенормировка приводит к инте-

гралу вида (1.3.27), который после интегрирования по часто-

там дает 
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что в точности до прединтегрального множителя совпадает с 

(1.3.53). 

Во всех предыдущих работах интеграл по волновым 

числам анализировался при  = 0. В отличие от указанного 

подхода, оценим интеграл по волновым числам в пределе  

 0. Тогда, используя биномиальный ряд, представим пре-

дыдущее выражение в следующем виде 
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,  (2.3.2) 

где у определяется по (1.3.39). Интеграл (2.3.2) можно раз-

бить на два интеграла 21 RRR  , где 
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Интеграл (2.3.3), вычисленный в п. 1.3, дает выражение для 

перенормированной вязкости (1.3.50). Следовательно, 

 Δ
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Интеграл (2.3.4) равен 
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где 
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Таким образом 
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Учитывая, полученные результаты, ренормализованный 

пропагатор можно представить в виде 
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Преобразуем поправку  следующим образом 
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Устремляя разницу между локальными волновыми числами 

обрезания к нулю, т.е. в предел   0, получим 

2
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 .      (2.3.11) 

Выражая волновое число с из (1.4.8) и подставляя получен-

ный результат в выражение для , получим 
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С учетом этого выражения преобразуем ренормализованный 

пропагатор, а затем вернемся из пространства Фурье в физи-

ческую область. В результате получаем окончательную ре-

нормализованная форму уравнения Навье - Стокса 
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где турбулентная вязкость t определяется по формуле 

(1.4.21). 

Аналогичная процедура перенормировки для уравне-

ния энергии дает  
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Для практического применения предложенной модели 

необходимо также получить дифференциальные уравнения 

для величин входящих в модель турбулентности, а именно 

уравнения для кинетической энергии турбулентных пульса-

ций и скорости диссипации энергии. В данном приближении 

эти уравнения имеют вид 
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Таким образом, предложена модель турбулентности 

для нестационарных течений. Эта модель включает уравне-

ния движения (2.3.13),  неразрывности, энергии (2.3.14), ки-

нетической энергии турбулентности (2.3.15) и скорости дис-

сипации (2.3.16). Указанная система уравнений замыкается 

выражением для турбулентной вязкости,  турбулентного 

числа Прандтля и выражениями для «числа Прандтля кине-

тической энергии турбулентности», которые приведены в 

первой части. 

Дополнительное слагаемое, которое учитывает неста-

ционарность процессов, может быть упрощено. Для этого на 

основе (1.4.18) и выражения для скорости диссипации в изо-

тропном приближении  
2
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преобразуем второе слагаемое левой части (2.3.13) при *ε =4 

к виду 
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В работе [64] на основе теории TSDIA (two-scale direct-

interaction approximation) показано, что эффективная турбу-

лентная вязкость равна 

Dt

Dk
C t

GtG






1
,     (2.3.19) 

где CG1=0,078. Используя соотношения для скорости дисси-

пации (2.3.17) можно показать, что 
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,   (2.3.20) 

что согласуется по структуре с (2.3.18). При этом численное 

значение коэффициента 
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в (2.3.18) равно 0,97, в то время как значение коэффициента 

в (2.3.20) равно 0.26. 

Для апробации предложенной модели рассмотрим две 

модельные задачи. Первая – это осциллирующее течение в 

плоском канале с высотой 2h (вдоль оси у), когда градиент 

давления по продольной координате х изменяется по гармо-

ническому закону 
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Уравнение движения при этом имеет вид 
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где s=0,97. Для турбулентной вязкости используем простую 

модель турбулентной вязкости – модель пути смешения 

Прандтля 
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2 ,      (2.3.24) 

где =0,4 – константа Кармана. 

Решение уравнения (2.3.23) ищем в виде 

     tiyfytu  exp, .     (2.3.25) 
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Для того чтобы можно было использовать (2.3.25) надо ли-

неаризировать последнее слагаемое (2.3.23). Поэтому в этом 

слагаемом для турбулентной вязкости используем линейную 

зависимость, которая является следствием логарифмическо-

го профиля скорости. Такой подход рассмотрен в ряде работ, 

в частности в [65]. Таким образом 
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t
,      (2.3.26) 

где 


u  - скорость трения. 

Учитывая сказанное, представим (2.3.23) с учетом 

(2.3.24), (2.3.25) и (2.3.26) в следующем виде 
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После обезразмеривания получаем 
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Далее, на основе замены 

2

2

41

21






sib

zsi
.     (2.3.30) 

Преобразуем уравнение (2.3.28) к 
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Это неоднородное уравнение Лежандра. Его решение с гра-

ничными условиями 

0   при  0z ,  

0   при  1z .   (2.3.32) 

имеет следующий вид 
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где  
n

P  и  
n

Q  - функции Лежандра первого и второго рода 

соответственно, 
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Подставляя (2.3.33) в (2.3.25) и выделяя реальную часть по-

лученного выражения, приходим к распределению скорости. 

Осреднив квадрат этого распределения за период колебания, 

найдем среднеквадратичную скорость 
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В случае s = 0 (стандартная модель) уравнение (2.3.28) 

трансформируется в уравнение Бесселя. Среднеквадратич-

ная скорость при этом выражается через функции Кельвина. 

Анализ результатов расчетов для случаев s = 0,97 и s = 

0 показал следующее. Влияние параметра s, начинает прояв-

ляться при увеличении частоты колебаний, т.е. при усиле-

нии нестационарности. При 1  оби модели дают моно-

тонно увеличивающийся профиль и при обоих значениях 

параметра s (s = 0,97 и s = 0) профили скорости практически 

совпадают. При более высоких частотах 10  проявляется 

аннулярный эффект Ричардсона, когда максимум средне-

квадратичной скорости смещается от центра канала (рис 

2.3.1а). В данном случае обе модели по-прежнему дают оди-

наковый результат. Начиная, приблизительно со значения 

100 , наблюдаются отличия в профилях скорости, по-

считанных по модели s = 0 и s>0. Это естественно, так как 

модель s>0 как раз и учитывает дополнительное влияние не-

стационарности на турбулентные процессы. При дальней-

шем росте частоты результаты расчета по модели s>0 пока-

зывают проявление двойного аннулярного эффекта Ричард-

сона, когда профиль скорости имеет два максимума (рис 

2.3.1в).  
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а) 

б) 

в) 

Рис. 2.3.1. Профили скорости при осцилляционном течении 

в канале: а – 10 , б – 210 , в – 510 ; 1 – s = 0, 2 –  s = 

0,97. 

С увеличением частоты увеличивается разница в зна-

чениях максимумов скорости. 

Второй пример, который мы рассмотрим – это разгон-

ное течение в плоском канале с высотой 2h (вдоль оси у), 
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при условии, что продольный градиент давления описывает-

ся функцией Хевисайда: 

   tHAt
x

p ~1







 .     (2.3.36) 

В этом случае систему уравнений в безразмерной форме 

удобно представить в следующем виде 
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, (2.3.39) 

где 
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 (2.3.40) 

mU  – величина, пропорциональная среднерасходной скоро-

сти при установившемся течении. 

Результаты расчета по модели (2.3.37) – (2.3.39) пред-

ставлены на рис. 2.3.2. Видно, что при более высоком числе 

Рейнольдса влияние нестационарной ренормгрупповой по-

правки (s>0) практически не ощущается. Имеется слабое 

влияние указанной поправки при малых числах Рейнольдса, 

но при этом профили скорости носят ярко выраженный ла-

минарный характер. 
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   а) 

 
   б) 

Рис. 2.3.2. Профили скорости при разгонном течении в кана-

ле. а –Re = 1, б – Re = 500;1 –  s = 0,97, Fo = 0,25; 2 – s =0, Fo 

= 0,25; 3 – s =0,97, Fo = 0,45; 4 – s =0, Fo = 0,45; 5 – s =0,97, 

Fo = 1; 6 – s =0, Fo = 1; 7 – s =0,97, Fo = 10; 8 – s = 0, Fo = 10. 

 

Проведенные расчеты показали, что ренормгрупповая 

поправка, обусловленная нестационарностью турбулентного 

процесса, оказывает заметное влияние на характеристики 

потока при высокочастотных режимах. В случае небольших 

значений частоты пульсации и при монотонно развиваю-

щихся процессах влияние указанной поправки практически 

незаметно и для расчетов таких процессов можно использо-

вать традиционную математическую модель турбулентно-



 171 

сти. Следовательно, нестационарную поправку следует учи-

тывать при резких изменениях во времени, например, при 

возникновении гидродинамических неустойчивостей раз-

личной природы. Кроме того, нужно отметить, что при мо-

нотонно протекающем нестационарном турбулентном про-

цессе влияние ренормгрупповой поправки на нестационар-

ность убывает с ростом числа Рейнольдса. 

 

2.4. Неньютоновская  

(эластичная турбулентность) 

В работе [66] экспериментально было обнаружено, что 

в вязкоэластичных жидкостях, таких как эластичные длин-

но-цепочные растворы полимеров, турбулентность возника-

ет при малых числах Рейнольдса. Авторы [66] назвали такую 

турбулентность эластичной турбулентностью. Очевидно, 

данное явление связано с неньютоновским (нелинейным) 

характером строения указанных жидкостей. Здесь сделана 

попытка построить модель такой неньютоновской (эластич-

ная) турбулентности и объяснить ее возникновение на осно-

ве ренормгруппового анализа.  

В общем случае для неньютоновской жидкости урав-

нение Навье - Стокса в дивергентной форме имеет вид 

m

nm

n

m

mn

n

n

x
f

x

uu

x

p

t

u






















 11
,  (2.4.1) 

где nm - напряжения сдвига. 

В дополнение к Фурье – образам (1.2.2) введем также 

Фурье – образ напряжения сдвига: 
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 .   (2.4.2) 

Далее, в соответствии с той же процедурой, что использова-

лась в главе 1, подставим образы (1.2.2) и (2.4.2) в исходное 

уравнение (2.4.1) и произведем операцию дифференцирова-

ния там, где необходимо. После всех промежуточных опера-

ций, получим 
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Неньютоновская модель напряжений в данном случае имеет 

вид 
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где  и  - релаксационные параметры. Фурье-образ уравне-

ния (2.4.4) выглядит следующим образом 
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Разрешив это уравнение относительно Тпт, получим  
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Подстановка (2.4.6) в (2.4.3) дает 
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Исключив из (2.4.7) Фурье-образы P и Wnm, получим 
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,   (2.4.9) 

Процедура перенормировки (2.4.9) дает выражение, которое 

формально совпадает с (1.3.29). Отличие заключатся в фор-

ме ренормализованного пропагатора, который имеет вид 
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Поправка к вязкости Δ  также формально совпадет со 

случаем ньютоновской жидкости (1.3.27), однако ее интег-

рирование по частотам и волновым числам в энергетическом 

пределе   0,   0 с учетом (2.4.8), дает 
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Дифференцируя (2.4.11) по  в предел   0 и принимая во 

внимание соотношение (1.4.3), получим дифференциальное 

уравнение 
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  (2.4.12) 

Для ньютоновской жидкости, когда второе слагаемое в 

квадратных скобках (2.4.12) отсутствует, уравнение (2.4.12) 

трансформируется в (1.4.4). В общем случае уравнение 

(2.4.12) представляет собой уравнение Риккати, которое 

имеет точное решение лишь при определенных значениях 

численных коэффициентов. 

Рассмотрим предельный случай, когда причиной воз-

никновения турбулентности является неньютоновская при-

рода жидкости [66]. В этом случае уравнение (2.4.12) транс-

формируется в  
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Решение уравнения (2.4.13) с граничными условиями 

0
  при 

c
   (2.4.14) 

имеет вид 
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в предположении, что *>2. Напомним, что для ньютонов-

ской жидкости *=4. В (2.4.15) с заменено на текущее зна-

чение волнового числа, как и во всех предыдущих случаях. 

Рассмотрим случай *=4. Энергетический спектр тур-

булентности с учетом (1.4.12) имеет вид 
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При выводе (2.4.16) использовалась формула (2.4.15) в 

предположении, что 2

0
  гораздо меньше первого слагаемого 

под корнем в (2.4.16). Для определения значения параметра 

D0, как и в случае ньютоновской жидкости, воспользуемся 

соотношением для скорости диссипации (1.4.22). Подстав-

ляя в (1.4.22) выражения для вязкости (2.4.15) и спектра 

(2.4.16), получим 
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Таким образом, спектр энергии турбулентности определяет-

ся выражением 

 
   

 
 

 
.~

8

1

28

1

2*ε

24

1

22

1

22

2/*ε0

*ε1

0









































dd

d

d

d

d

d

d

d

A

d

A

Sd

A

DSd

D
Sd

E

   (2.4.18) 

Для турбулентной вязкости из (2.4.15) с учетом (2.4.17) по-

лучаем 
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Исключим волновое число из (2.4.19). Для этого используем 

выражение для энергии турбулентности 
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 В результате получим 
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В работе [66] экспериментально показано, что энерге-

тический спектр эластичной турбулентности при малых 

числах Рейнольдса ведет себя в соответствии с зависимо-

стью 
2/7~ E .  (2.4.22) 

Используя гипотезу Тейлора [67] о «замороженной» турбу-

лентности можно показать, что 
2/7~ E .  (2.4.23) 

Следовательно, формула (2.4.18) преобразуется в 
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Следовательно, *=7. При этом из (2.4.15) получаем 
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Если подставить (2.4.24) и (2.4.25) в (1.4.22), то получим 

расходящийся интеграл при   0. Очевидно, это означает, 

что вся диссипация сосредоточена в диапазоне с<< при 

с  0. Следовательно, выражение (1.4.22) следует предста-

вить следующим образом 
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Подставляя в (2.4.26) выражения (2.4.24) и (2.4.25), получим 
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Выражение (2.4.25) с учетом (2.4.27) преобразуется в 

 
2

02

2

0~

15

2









d
A

d
.  (2.4.28) 

Повторим процедуру исключения волнового числа из 

(2.4.28). Для этого подставим (2.4.24) с учетом (2.4.27) в 

(2.4.20). Интегрирование дает 
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Исключив волновое число из (2.4.28) на основе (2.4.29), по-

лучим формулу (2.4.21). Тем самым мы пришли к интерес-

ному выводу, что вид функциональной зависимости для 

энергетического спектра турбулентности не влияет на ре-

зультирующую формулу для турбулентной вязкости. 

Далее рассмотрим, как в данном приближении преоб-

разуется ренормализованное уравнение энергии и выраже-

ние для турбулентной температуропроводности. Повторяя 

процедуру перенормировки для уравнения энергии, прихо-

дим к тому же выражению ренормализованной температу-

ропроводности, что и в случае ньютоновской жидкости 

(1.5.16). После интегрирования этого выражения по часто-

там с учетом (2.4.8) и разложения получившегося выраже-

ния в ряд Макларена по  и , получаем 
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Интегрирование (2.4.30) дает поправку ренормализующую 

температуропроводность и представляющую собой турбу-

лентную температуропроводность 
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где 2F1 – гипергеометрическая функция. Как и в случае вяз-

кости, продифференцируем выражение (2.4.31) по  в преде-

ле   0. Это дает 
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Вводя турбулентное число Прандтля, перепишем это выра-

жение с учетом (2.4.12) и (1.4.3) 

 
 

 

 
    

    
.

1Pr1

11~

2

1

1

1

2
2

1
2Pr

PrPr

212

1

221*ε2
0

2
0

11
11

ctcc
d

ccc

dd
d

d
c

t
c

t

c

t

c

d

d
A

d

d

a

D

A
S

d

d
A

d

d

d

d

d

d

d

da













































  (2.4.33) 

Отсюда 
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Заменив в (2.4.34) волновое число на вязкость, используя 

(2.4.15), получим обыкновенное дифференциальное уравне-

ние относительно функции Prt=Prt(), которое необходимо 

решать при следующих граничных условиях: 

PrPr t  при 
0

 .    (2.4.35) 

Уравнение (2.4.34) не имеет точного аналитического реше-

ния. Однако не представляет большого труда получить чис-

ленное решение с параметром (-). 

Формулы (2.4.19) и (2.4.28) могут быть использованы 

для крупномасштабного моделирования турбулентности 

(LES - large eddy simulation). Повторяя ту же процедуру, по-

лучим что  
2
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где выражение 
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получено на основе формулы (2.4.19) и 
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получено на основе формулы (2.4.28). 

Полученные результаты позволяют сделать ряд выво-

дов. В соответствии с (2.4.21) турбулентная вязкость зависит 

лишь от кинетической энергии турбулентности и свойств 

неньютоновской жидкости, т.е. турбулентная вязкость не 

зависит от скорости диссипации. Следовательно, вся кине-

тическая энергия идет на генерацию турбулентных пульса-

ций. Очевидно, этим объясняется резкое возрастание напря-

жений при низких значениях чисел Рейнольдса в полимер-

ных растворах, которое наблюдалось в экспериментах [66]. 

Аналогичный вывод можно сделать из формулы 

(2.4.36) для крупномасштабного моделирования. В случае 

ньютоновской жидкости при крупномасштабном моделиро-

вании турбулентная вязкость пропорциональна тензору ско-

ростей деформации. В данном случае для неньютоновской 

жидкости зависимость между вязкостью и тензором скоро-

стей деформации носит квадратичный характер. Следова-

тельно, будет наблюдаться очень быстрое возрастание на-

пряжений с появлением неоднородностей в полях скоростей. 

Еще один вывод состоит в том, что вид функциональ-

ной зависимости для энергетического спектра турбулентно-

сти не влияет на результирующую формулу для турбулент-

ной вязкости. 

 

2.5. Турбулентное горение 

Процесс горения является сложным химическим пре-

вращением, которое сопровождается тепло- и массообменом 

и, как правило, имеет турбулентный характер. Развитие вы-

числительной техники помогло решению множества задач о 

горении с использованием численного моделирования [68]. 

Однако такой подход не применим для решения общей фи-

зико-химической и гидродинамической задачи о горении. 

Во-первых, из-за сложности химической кинетики реального 
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горения, представляющего собой огромное количество эле-

ментарных реакций, во-вторых, для моделирования турбу-

лентного пламени следует досконально изучить само явле-

ние турбулентности. К сожалению, по причине различных 

математических и вычислительных сложностей строгой тео-

рии турбулентного горения пока нет. Поэтому, вместо пря-

мого численного моделирования, довольно часто при реше-

нии задач о горении для описания турбулентного потока ис-

пользуется гипотеза Тейлора о «стационарной» турбулент-

ности [69-75]. В соответствии с этой гипотезой пульсации 

турбулентного потока во времени считаются пренебрежимо 

малыми по сравнению с пульсациями, возникающими из-за 

распространения пламени, и их можно не учитывать. В ра-

боте [76] показана адекватность применения гипотезы Тей-

лора для пламени с реальным значением коэффициента теп-

лового расширения 105 , типичного для лабораторного и 

промышленного горения.  

Многие теоретические исследования турбулентного 

горения выполнены при упрощающих предположениях: 

главным образом в предположении 1  или бесконечно 

тонкого фронта пламени. Учет реального значения коэффи-

циента теплового расширения приводит к развитию гидро-

динамической неустойчивости Дарье-Ландау (ДЛ- неустой-

чивость), сильному взаимодействию пламени и внешнего 

потока. Экспериментальные данные свидетельствуют о том, 

что скорость турбулентного пламени зависит не только от 

термохимической величины 
n

U  и интенсивности турбулент-

ного потока, но и от множества других гидродинамических 

и физико-химических параметров. 

В работе [76] представлена теория распространения 

турбулентного пламени в газовой среде, которая позволяет 

учесть основные параметры реального пламени (значитель-

ное падение плотности на фронте, конечную толщину пла-

мени, коэффициенты переноса в зоне горения) и параметры 

внешнего турбулентного потока. Рассмотрено пламя с ре-
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альным коэффициентом теплового расширения 105  в 

турбулентном внешнем потоке, зависящем от времени. В 

рамках теории ренормализационного анализа показано до-

минирующее влияние ДЛ-неустойчивости на скорость пла-

мени при не слишком высокой интенсивности турбулентных 

пульсаций. Скорость горения возрастает с увеличением ин-

тенсивности турбулентного потока и уменьшается с ростом 

интегрального масштаба турбулентности. В итоге, влияние 

внешнего течения на скорость распространения пламени оп-

ределяется балансом между среднеквадратичной турбулент-

ной скоростью и интегральным масштабом турбулентности. 

Роль изменения турбулентных пульсаций во времени наибо-

лее значительна для случая, когда масштаб турбулентности 

близок к длине волны отсечки ДЛ-неустойчивости. 

Влияние коэффициента теплового расширения 105  

на скорость горения гораздо слабее, чем в случае искусст-

венного приближения 1  [77]. Неустойчивость Дарье-

Ландау изучена для ламинарного [78,79] и турбулентного 

горения [80]. Автором [81] исследовано влияние турбулент-

ности на скорость распространения фронта пламени с теп-

ловым расширением. Для исследования процесса горения 

применяется ренормализационно–групповой анализ [28], 

позволяющий получить строгую аналитическую модель 

турбулентного горения без эмпирических коэффициентов. 

Впервые этот подход использовался для теории горения в 

работе [82], впоследствии и в других работах [81]. Яхот [82] 

применил процедуру ренормализации к пламени с нулевым 

тепловым расширением, используя в отдельности для каж-

дой полосы в турбулентном спектре формулу Клавена-

Вильямса [69] и полагая, что вклад турбулентных вихрей 

различного масштаба в увеличение скорости горения не за-

висит от масштаба вихря. Недостатком метода [82] является 

не строгое описание автомодельных свойств пламени, одна-

ко метод Поше [83] лишен такого недостатка. В работе [81] 

проведено сравнение результатов, полученных на основании 
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ренормализационных методов Яхота и Поше. Результаты, 

характеризующие скорость горения, полученные Яхотом 

являются заниженными, по отношению к результатам, полу-

ченным Поше.  

Построим модель турбулентного горения на основании 

ренормализационно–группового подхода, позволяющего по-

лучить перенормированные коэффициент диффузии и кон-

станту скорости реакции. 

Исходное уравнение диффузии с нелинейным стоком 

горючего и окислителя в реакциях горения имеет следую-

щий вид [86] 
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где y  и 
ox

y  — концентрации горючего и окислителя соот-

ветственно, 
0

  — коэффициент диффузии, эффективное зна-

чениями предэкспонента А и энергия активации Е (R – уни-

версальная газовая постоянная). 

 Воспользуемся преобразованием арренисуовской 

экспоненты по Франк-Коменецкому [85]. Разложение в ряд 

дает 
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где 
0

TTT
b

 ,    
00

/ TTTT
b
  

 
2

0Ze
b

b

RT

TTE 
 , 

– число Зельдовича, 
b

T  – теоретическая температура горе-

ния, 
0

T  - начальная температура. 
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 С учетом (2.5.3), можно переписать (2.5.1) и (2.5.2) 

следующим образом 
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где 
T

K  — температурная константа скорости реакции, соот-

ветствующая всей совокупности реакций горения 

Операция перенормировки проводится, как и выше, в 

пространстве волновых чисел и частоты. Для этого исполь-

зуем следующие Фурье-образы слагаемых: 

 
    







c
d

tiiddy xκexp,κYκ
2

1 d

1

 ,  (2.5.6) 

 
    


c

tiidκdyu d

d  


xκexp,κW
2

1
1

 , (2.5.7) 

 
    







c

d

dox
tiiddyy xκexp,κWκ

2

1
m1

 ,  (2.5.8) 

 
    







c

d

dox
tiiddyy xκexp,κWκ

2

1
mn1

 , (2.5.9) 

Преобразования для уравнений (2.5.4) и (2.5.5) анало-

гичны, поэтому рассмотрим подробно только первое из них. 

Используя образы (2.5.6)-(2.5.9), получим для отдельных 

слагаемых 
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Согласно теореме о свертке [83] 
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Подставив (2.5.13) в (2.5.11), получим  
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Для лапласиана имеем 
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С учетом (2.5.13) и (2.5.14) получим 
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Окончательно, после подстановки (2.5.10), (2.5.11) и (2.5.15) 

- (2.5.18) в исходное уравнение (2.5.4) приходим к 
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Введя обозначения   ,~ ,   ,κ~  ,   ,
~ , перепишем 

(2.5.19) 
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где 
2

0

1

0
kiG

D
      (2.5.21) 

– диффузионный пропагатор нулевого порядка. 

 Разбив поля концентраций и относительных темпера-

тур на медленную и быструю части 
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получим, учтя аналогичную разбивку для поля скоростей 

(1.3.1), уравнение для медленных  
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и быстрых мод концентраций: 
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Затем, как обычно, исключаем быстрые моды из уравнения 

для медленных мод, используя ряды для быстрых мод по па-

раметру 0λ  
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Это дает для s = 0: 
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Из уравнения энергии следует 
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Для s = 1 

 
 

       
 

   
 

      .
~~κ~~Y

~
Y

~~
2

Ze~κ~Y~Y~

2
~U~κ~Y~U~κ~Y~

2
κ~Y

22

1011

1-

0D










































ox
c

d

T

ox
c

d

T

c
d

dd
K

d

K
d

ik
G

 (2.5.29) 

Подстановка рядов (2.5.26) в (2.5.24), с учетом правил (см. п. 

1.3), приводит к 
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   (2.5.30) 

Рассмотрим подынтегральное выражение слагаемых I 

- VI уравнения (2.5.30). Подставим в слагаемое I вместо 

1
Y  

выражение (2.5.29), и учитывая те же правила осреднения, 

имеем: 
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Преобразуем (2.5.31) с учетом формулы (1.2.22) для корре-

ляции случайной силы. Полученное выражение проинтегри-

руем, используя свойство дельта-функции Дирака. В резуль-

тате имеем 
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 Слагаемое II уравнения (2.5.30), согласно правилам 

осреднения, не дает вклада в итоговое уравнение. 
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Преобразуем подынтегральное выражение III уравне-

ния (2.5.30). Для этого используем формулы (1.2.22) и 

(2.5.32). В результате получим 
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Аналогичным образом преобразуем IV в (2.5.30). При этом 

выражение для   ~~κ~θ
1

 может быть получено из уравне-

ния (1.5.9). Окончательно имеем   
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Таким же образом преобразовываются подынтегральные 

выражения V и VI в (2.5.30): 
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Подставка полученных выражений в (2.5.30) дает 
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где 
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- перенормированный пропагатор, 
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 – поправка, ренормализующая коэффициент диффузии. Вы-

числение интеграла этой поправки в пределе   0,   0, 

дает следующее выражение 
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Следовательно, эффективный ренормализованный коэффи-

циент диффузии будет иметь вид 
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Продифференцируем это выражение по   в пределе   0 
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и далее, вводя турбулентное число Шмидта, получим  


































1

1

1

1

Sc
Sc1

1~11Sc
t

t

d

t A
d

d

d

d

d

d
.   (2.5.42) 

Решив это дифференциальное уравнение для трехмерного 

пространства, имеем 
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Для получения ренормализационной константы скорости 

реакции K  необходимо проинтегрировать предпоследнее и 

последнее слагаемые в (2.5.37), первоначально интегрируя 

по частоте, а затем по волновым числам. Интегрирование 

слагаемых IV, V, VI сначала по частоте, затем по волновым 

числам с последующим упрощением получившихся выра-

жений дает ноль. Далее проанализируем предпоследнее сла-

гаемое (2.5.37), расписав пропагаторы. Получим 
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Подынтегральная функция имеет полюса:  
2
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 i ,      (2.5.45) 
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 i ,      (2.5.47) 

 2
4

κ  i ,     (2.5.48) 

из них к верхней полуплоскости принадлежат полюсы 

(2.5.46) и (2.5.48). Напомним, что интеграл по частоте равен 

произведению коэффициента 2i и суммы вычетов подынте-

гральной функции в особых точках верхней полуплоскости. 

Следовательно, 
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Таким образом, ренормализационная константа скорости 

реакции будет определяться формулой 
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Для получения дифференциального уравнения константы 

скорости реакции продифференцируем (2.5.50) по   в пре-

деле   0, т. е. устремляя разницу между локальными вол-

новыми числами обрезания к нулю. В результате получим 
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Решим дифференциальное уравнение (2.5.34), положив 
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Перенормированная скорость реакции будет 
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Другой вариант дифференциального уравнения кон-

станты скорости реакции – это 
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Используя замену 
cc

dd  1 , получим 
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Для начального условия 
0TT

KK   при 
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  решение урав-

нения (2.5.55) есть 
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где d  – диссипативное волновое число [86]. Определим со-

отношение cd  /  из выражения для эффективной вязкости 

[87]  
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С учетом (2.5.57), получим 
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Учитывая, что при развитой турбулентности    
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окончательно получим 
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В результате проведенного исследования при исполь-

зовании ренормализационного анализа получены перенор-

мированные константа скорости реакции и коэффициент 

диффузии. Теоретический анализ показал, что рост констан-

ты скорости реакции напрямую зависит от уровня турбу-

лентности, что выражается зависимостью этой константы от 

турбулентной вязкости или коэффициента диффузии. 

Как отмечалось в начале данного параграфа, кроме 

рассмотренного подхода, существуют также и другие виды 

RNG анализа турбулентного горения. В ряде таких исследо-
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ваний [80,81] кроме теоретических построений, проводится 

сравнение теоретических и экспериментальных данных. 

 

2.6. Сверхкритические параметры 

В последние годы в атомной энергетике обсуждается 

вопрос перехода на сверхкритические параметры теплоно-

сителя. Переход на сверхкритические параметры в водоох-

лаждаемых реакторах позволит увеличить КПД АЭС с 33% 

до 44%. Однако для практической реализации концепции 

реакторов с водой сверхкритического давления (СКД) необ-

ходимо решить ряд конструкторских и технологических 

проблем. В теплофизическом плане одной из важных явля-

ется проблема определения коэффициента теплоотдачи в 

активной зоне реактора и безопасной области тепловых на-

грузок, чтобы исключить возможность перехода в режим 

ухудшенного теплообмена. В режиме ухудшенного тепло-

обмена наблюдается резкое снижение коэффициента тепло-

отдачи с образованием зон перегрева, что может привести к 

разрушению оболочки тепловыделяющих элементов. По-

этому исследование природы явления ухудшения теплооб-

мена при СКД и разработка надежных методов его прогноза 

важны для обеспечения безопасности реакторной установки. 

Большое количество экспериментальных и теорети-

ческих исследований природы ухудшенного теплообмена 

при течении воды СКД в каналах показало, что это явление 

имеет гидродинамическую природу и связано с существен-

ным изменением в неизотермических условиях структуры 

как осредненного, так и пульсационного течения [88]. 

Вода при сверхкритическом давлении имеет ряд осо-

бенностей, связанных с изменением теплофизических 

свойств. Особенно резко изменяется значение теплоемкости, 

возможно прохождение через максимум в области критиче-

ской температуры. При приближении к критическим пара-

метрам происходит ускорение потока из-за уменьшения 

плотности воды. Сильное уменьшение плотности с ростом 
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температуры вызывает ускорение потока, которое приводит 

к уменьшению степени турбулентности и ухудшению теп-

лообмена. Одной из особенностей воды СКД есть развитие 

естественной конвекции за счет архимедовых сил в связи с 

разницей плотностей в различных точках сечения. Все эти 

факторы необходимо учитывать, так как они оказывают 

влияние на процессы теплообмена в активной зоне ядерного 

реактора. 

Численное исследование процессов гидродинамики и 

теплообмена при течении воды сверхкритических парамет-

ров в шестигранной семистержневой тепловыделяющей 

сборке было проведено на основе нестационарной RNG k - ε 

модели, описанной в п. 2.3. Тепловыделяющая сборка пред-

ставлена на рис. 2.6.1 в декартовой системе координат, где 

ось z направлена по оси канала, ось y параллельна сечению 

А-А, ось x перпендикулярна сечению А-А. Начало коорди-

нат находится в точке 0. Длина сборки составляет l = 4,05 м., 

диаметр тепловыделяющего элемента d = 9,1 мм, шаг упа-

ковки S=12,75мм. 

 

 
Рис. 2.6.1. Шестигранная семистержневая ТВС 
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Поток теплоносителя в сборке проходит через раз-

личные «термодинамические» области, показанные на рис. 

2.6.2. Поэтому математическая модель была дополнена 

уравнениями состояния в каждой области, которые задава-

лись согласно формуляции IF-97 [89]. Формуляция состоит 

из набора уравнений для различных областей параметров 

представленных на рис.2.6.2. 

 

 
Рис. 2.6.2. р - T диаграмма областей применения уравнений 

формуляции IF-97 

 

В области 1 основным уравнением является уравнение для 

удельной энергии Гиббса  
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    ,     (2.6.1) 

где */p p  * * *и θ / ; 16,53 МПа, 1386 К.T T p T    

Значения коэффициентов и показателей степени для уравне-

ния (2.6.1) приведены в [89]. Коэффициенты n3 и n4 в урав-

нении (2.6.1) подобраны таким образом, чтобы удовлетво-

рить действующему с 1954 г. «Соглашению о принятии рав-

ным нулю значений удельных внутренней энергии и энтро-

T, К 

 

p, МПа 
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пии жидкости в тройной точке» 

 273,16 К, 611,657 ПаT p    

0; 0.U s        (2.6.2) 

Значение энтальпии жидкости в тройной точке составляет 
' -10,611783 Дж кг .h  

 В области 2 основным уравнением является уравнение для 

удельной энергии Гиббса, разделенное на две части: идеаль-

но-газовую часть 0  и реальную часть r   
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где */p p  * * *и θ / ; 1 МПа, 540 К.T T p T    

Коэффициенты 0 0

1 2иn n

 

подобраны так, чтобы было выпол-

нено условие (2.6.2).  

Для области 3 основным уравнением является уравнение для 

удельной энергии Гельмгольца

  
 

40

2

,
,θ ln θi iI J

i i
i

f T
n n

RT


   



     (2.6.6) 

где */  
* * *и θ / ; , .кр крT T T Т     

Значения коэффициентов и показателей степени для уравне-

ний (2.6.4)-(2.6.6) приведены в работе [89]. Приведенная 

изобарная теплоемкость рассчитывается отдельно для трех 

областей [90]. Динамическая вязкость и теплопроводность 

определяются из уравнений 

     *

0 1 2, ,            ,  (2.6.7) 

     0 1 2 ,          ,    (2.6.8) 

где  
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сПа  6* 1000,1 ; *

0 0 ;  

 

*/ TT

 

Т- абсолютная темпе-

ратура по МТШ-90; KT 096,647*  ; * ;    ρ
*
=322,0 кг/м

3
 

для уравнения (2.6.7) и ρ
*
=317,7 кг/м

3
  для уравнения (2.6.8). 

Коэффициенты уравнений (2.6.7) и (2.6.8) приведены в [90].

 На входе в исследуемую область граничные условия 

имеют следующий вид: 

0uu z  , 0 yx uu , T = Tг. 

На внешней стенке сборки и на центральном стержне зада-

вался нулевой тепловой поток – адиабатные условия. На ос-

тальных шести тепловыделяющих элементах задавался по-

стоянный тепловой поток, либо закон его изменения. 

 Верификация модели проведена на основании экспе-

риментальных данных работы [92], результаты верификации 

приведены в [93, 94]. 

 Рассмотрим результаты моделирования различных 

режимов. Расчеты стационарного режима течения теплоно-

сителя проводились при давлении p=25 МПа, постоянной 

плотности теплового потока q = 400 кВт/м
2
, скорости и тем-

пературы воды на входе: u0 = 0,5 м/с, Твх = 290°С. 

На рис. 2.6.3 представлены профили скорости в сечении А-А 

по длине тепловыделяющей сборки. На характер изменения 

формы профиля скорости влияет нарастание пограничных 

слоев и распределение температуры в зазорах. Как в зазоре 

между стержнями (на участке от 0,00455 до 0,0073 м), так и 

на участке между внешней стенкой и тепловыделяющим 

элементом, максимум профиля скорости смещен в сторону 

тепловыделяющего элемента. Это связано с тем, что темпе-

ратура твэла выше, чем температура внешней стенки, и по-

ток возле стержня ускоряется за счет уменьшения плотности 

теплоносителя в этой области. На участке между тепловы-

деляющим элементом и направляющим стержнем наблюда-

ется более сильное изменение скорости, чем в зазоре между 

твэлом и стенкой.  
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Рис. 2.6.4. Распределение скорости между двумя тепловыде-

ляющими элементами  в сечении Б-Б: 1) z = 1 м, 2) z = 2 м, 3) 

z = 3 м, 4) z = 4 м. 

 
Рис. 2.6.3. Распределение скорости в канале ТВС в сечении 

А-А: z = 1 м, 2) z = 2 м, 3) z = 3 м, 4) z = 4 м. 

 

В сечении Б-Б скорость потока также возрастает по длине 

канала, при этом профиль скорости симметричен, так как 

участок находится между двумя тепловыделяющими эле-

ментами ( рис. 2.6.4).  

На рис. 2.6.5 представлены результаты расчета про-

филя скорости в сечении В-В  по длине сборки. 
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Рис. 2.6.5. Распределение скорости в сечении В-В: 

1) z= 1 м, 2) z = 2 м, 3) z = 3 м, 4) z = 4 м. 

На начальном участке максимум профиля скорости смещен 

в сторону не обогреваемой стенки канала, далее по мере 

приближения к выходному сечению и после достижения 

температуры теплоносителя критического значения, макси-

мум профиля скорости смещается в сторону тепловыделяю-

щего элемента, что связано с изменением теплофизических 

свойств теплоносителя и структуры потока.  

На рис. 2.6.6 представлено распределение кинетической 

энергии турбулентности и скорости диссипации энергии в 

сечении А-А. В узком зазоре максимумы профиля кинетиче-

ской энергии имеют большие значения, чем в зазоре между 

стержнем и стенкой, что связано с влиянием распределения 

температур в ТВС. 

На рис.2.6.7 представлено распределение температу-

ры теплоносителя в разных сечениях сборки. В сечении А-А, 

в узком зазоре, на расстоянии z = 2 м температура теплоно-

сителя достигает критического значения 658К, образуется 

зона ухудшенного теплообмена и температура вблизи обог-

реваемой поверхности резко возрастает по мере продвиже-

ния к выходному сечению. 
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а) 

 

 
б) 

 

Рис. 2.6.6. Распределение кинетической энергии турбулент-

ности (а) и скорости диссипации энергии (б) в 

сечении А-А: 1) z =  1 м, 2) z = 2 м, 3) z = 3 м, 4) z = 4 м. 

  

 Аналогичный характер распределения температуры наблю-

дается в сечении Б-Б, но при этом профиль температуры 

симметричный, так как участок расположен между двумя 

тепловыделяющими элементами. 
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а) 

 
б) 

Рис. 2.6.7. Распределение температуры в канале ТВС в сече-

нии А-А (а) и Б-Б (б): 1) z =  0,5 м, 2) z = 1 м, 3) z = 1,5 м, 4) z 

= 2 м,  5) z = 3 м, 6) z = 4 м. 

 

На рис.2.6.8 показано распределение коэффициента 

теплоотдачи по длине ТВС в теплонапряженной точке. 



 202 

 
Рис. 2.6.8. Распределение коэффициента теплоотдачи по 

длине ТВС в теплонапряженной точке. 

 

Теплонапряженная точка К (-0.0041; 0.0071) соответствует 

максимальному значению температуры в выходном сечении 

сборки (рис.2.6.9).  

Как видно из рис. 2.6.8 распределение коэффициента 

теплоотдачи по длине ТВС  носит немонотонный характер. 

На начальном участке (до z = 0,6 м) происходит снижение 

коэффициента теплоотдачи, что обусловлено двумя факто-

рами – нарастанием толщины температурного пограничного 

слоя и частичной ламинаризацией потока из-за его локаль-

ного ускорения. Термодинамически эта область соответст-

вует зоне 1 на диаграмме состояний (рис.2.6.2). В области z 

= 0,6…1,2 м коэффициент теплоотдачи достигает минимума, 

после чего начинается его рост, связанный с ростом тепло-

емкости теплоносителя и переходным режимом течения. Эта 

область соответствует зоне 3 (околокритическая зона) на 

диаграмме состояний. В области z > 1,2м  наблюдается су-

щественный рост коэффициента теплоотдачи в связи с рез-

ким увеличением теплоемкости теплоносителя в этой облас-

ти. После достижения температуры теплоносителя критиче-

ского значения наблюдается резкое уменьшение коэффици-

ента теплоотдачи. Возникает область ухудшенного теплооб-

мена. 
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Рис. 2.6.9. Теплонапряженная точка и температура на выхо-

де из сборки при стационарном режиме течения теплоноси-

теля 

На рис. 2.6.10 представлено распределение коэффициента 

теплоотдачи по окружности тепловыделяющего элемента в 

разных сечениях по длине канала. 

В области докритических температур коэффициент 

теплоотдачи меняется слабо. В точках перехода к сверхкри-

тической температуре наблюдается резкое изменение коэф-

фициента теплоотдачи от максимального до минимального 

значения.  

На рис.2.6.11 показано изменение температуры на на-

гревательном элементе, переход к сверхкритическому со-

стоянию теплоносителя и образование зоны ухудшенного 

теплообмена в ячейке ТВС. 
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Рис. 2.6.10. Распределение коэффициента теплоотдачи по 

окружности тепловыделяющего элемента в  сечениях 1- z = 

1,5м, 2- z = 2,5 м, 3- z = 4 м. 

 
 

Рис.2.6.11. Переход к сверхкритическому состоянию тепло-

носителя 
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 При моделировании нестационарных процессов были 

рассмотрены два режима. Во-первых, был рассмотрен пере-

ходный процесс быстрого увеличения тепловой мощности 

на стенках тепловыделяющих элементов с целью определе-

ния областей ухудшенного теплообмена. При рассмотрении 

такого нестационарного режима нужно решать сопряжен-

ную задачу теплообмена между тепловыделяющим элемен-

том и теплоносителем с учетом топливного сердечника, за-

зора и оболочки ТВЕЛа. В работе рассматривается упро-

щенный вариант постановки задачи с заданным законом из-

менения теплового потока на обогреваемой стенке как пер-

вый шаг в решении этой сложной задачи. Расчеты проводи-

лись при следующих значениях параметров: 

0 0,5 zu u  м/с, р=25 МПа, Твх = 290°С, q0=0. 

Скачкообразное увеличение теплового потока на стенках 

обогреваемых стержней задавалось выражением 

)1(qq 5000

ст

te
,     (2.6.9) 

где 
2

ст кВт/м400q  .  

В результате моделирования были получены данные 

по распределению гидродинамических и тепловых парамет-

ров потока теплоносителя в тепловыделяющей сборке. На 

рис.2.6.12 представлена динамика изменения профиля ско-

рости во времени в сечении А-А на различных расстояниях 

от входа в канал. 

Во всех сечениях наблюдается увеличение скорости с 

ростом теплового потока в результате роста температуры 

теплоносителя и снижения его плотности 
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а) 1 м 

 
б) 2 м 

 

 
в) 3 м 
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г) 4 м 

Рис. 2.6.12. Распределение скорости по длине ТВС в сечении 

А-А в разные моменты времени: 1 − 0 с, 2 − 0,2 с, 3 − 1 с, 4 − 

3 с, 5 − 5 с, 6 − 6,8 с. 

 При этом максимум скорости сдвинут к тепловыделяющему 

элементу. Наиболее заметное увеличение скорости наблю-

дается в узком зазоре между стержнями и с приближением к 

выходному сечению канала в зоне наивысших температур. В 

зазоре между внешней стенкой и тепловыделяющим элемен-

том увеличение скорости меньше, чем в узком зазоре, что 

также связано с распределением температуры.  

 
а) 1 м 
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б) 2м 

 
в) 3 м 

 
г) 4 м 

Рис. 2.6.13. Распределение температуры по длине ТВС в по- 

ловине сечения А-А в разные моменты времени: 1 − 0 с, 2 − 

0,2 с, 3 − 1 с, 4 − 3 с, 5 − 5 с, 6 − 6,8 с. 
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На рис. 2.6.13. приведено распределение температур в 

разные моменты времени в сечении А-А для нескольких 

участков по длине сборки. 

В начальный момент времени температура оболочки 

твэла равна температуре теплоносителя. Начиная с 0,2 с во 

всех сечениях происходит постепенный рост температуры 

теплоносителя, особенно вблизи обогреваемых поверхно-

стей. В зазоре между внешней стенкой и тепловыделяющим 

элементом изменение температуры во времени меньше, чем 

в узком зазоре. Такое распределение температур влияет на 

распределение скоростей на этом участке (скорость в узком 

зазоре изменяется сильнее).  

На рис. 2.6.14 представлено распределение коэффи-

циента теплоотдачи в разные моменты времени по длине ка-

нала в теплонапряженной точке. На распределение коэффи-

циента теплоотдачи влияет турбулизация потока, за счет че-

го его значение возрастает. В моменты времени 0с, 0,2с, 1с и 

3с  наблюдается равномерное увеличение  коэффициента 

теплоотдачи. Далее, за счет роста тепловой нагрузки харак-

тер распределения качественно меняется, с приближением 

температуры теплоносителя к критическому значению ко-

эффициент теплоотдачи резко увеличивается. 

В момент времени 5 с в сечении z=1,35м  наблюдает-

ся переход к сверхкритической температуре, после чего  

резкое падение коэффициента теплоотдачи. Начиная с 5с, 

развивается область ухудшенного теплообмена, что отража-

ется на характере изменения температуры (рис.2.6.13), про-

исходит резкое увеличение ее значений, особенно  вблизи 

тепловыделяющего элемента. С увеличением нагрузки об-

ласть ухудшенного теплообмена распространяется до вы-

ходного сечения канала. 
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Рис. 2.6.14. Распределение коэффициента теплоотдачи по 

длине тепловыделяющего элемента в разные моменты вре-

мени в теплонапряженной точке:1 − 0 с, 2 − 0,2 с, 3 − 1 с, 4 − 

3 с, 5 − 5 с, 6 − 6,8 с, 7 − стационар. 

Второй нестационарный режим, который был про-

анализирован – это режим уменьшение расхода теплоноси-

теля на входе в канал, который происходит при потере элек-

троснабжения и остановке насосов. В результате снижения 

расхода теплоносителя температура стенок твэл возрастает, 

что может привести к их разрушению. При моделировании 

нестационарного процесса задавалось уменьшение значения 

скорости на входе в канал согласно зависимости 
t

nomeuu 0184.0  ,    (2.6.10) 

где unom=0,5 м/с . Расчеты проводились при р = 25 МПа, Твх 

= 290°С, q = 400 кВт/м
2
, длительность процесса составляла 

tк=40 сек.  

На рис. 2.6.15 представлены результаты расчета из-

менения скорости теплоносителя в сечении А-А по длине 

тепловыделяющей сборки. 

В узком зазоре на расстоянии z < 2 м от входа в ТВС с тече-

нием времени скорость уменьшается, а на расстоянии z > 2 м 

- возрастает. Это объясняется тем, что в исходном стацио-

нарном состоянии в узком зазоре между стержнями на рас-
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стоянии z = 2 м температура теплоносителя достигает кри-

тического значения (рис. 2.6.16(б)). 

 
а) 1 м 

 
б) 2 м 

 
в) 3 м 
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г) 4 м 

Рис. 2.6.15. Распределение скорости теплоносителя по длине 

ТВС в сечении А-А в разные моменты времени: 1 – 0с, 2 – 

10 с,3 – 20 с, 4 – 30 с, 5 – 40 с. 

В зазоре между стержнем и стенкой характер измене-

ния во времени скорости теплоносителя не меняется, ско-

рость убывает с приближением к выходному сечению. С 

уменьшением скорости на входе в этом зазоре в выходном 

сечении она практически не меняется во времени. На рис. 

2.6.16 приведено изменение во времени профилей темпера-

туры теплоносителя. С уменьшением расхода теплоносителя 

на входе наблюдается рост температуры, особенно сильный 

в узком зазоре вблизи обогреваемой поверхности. В узком 

зазоре на выходе из сборки температура оболочки тепловы-

деляющего элемента приближается к предельно допустимо-

му значению (1200
0
С) в конце нестационарного процесса, в 

результате чего может наступить ее разрушение. 

В зазоре между стержнем и стенкой канала наблюда-

ется слабое изменение температуры теплоносителя во вре-

мени во всех сечениях по длине. Вблизи выходного сечения 

температура теплоносителя достигает критической, а про-

филь температуры становится равномерным и не меняется 

во времени. 
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а) 1 м 

 

 
б) 2 м 

 
в) 3 м 
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г) 4 м 

Рис. 2.6.16. Зависимость температуры теплоносителя при 

нестационарном режиме для пяти моментов времени по 

длине ТВС в сечения А-А: 1 – 0 с, 2 – 10 с, 3 – 20 с, 4 – 30 с, 

5 – 40 с. 

На рис. 2.6.17 показано распределение коэффициента тепло-

отдачи по длине сборки в теплонапряженной точке в разные 

моменты времени. С течением времени значение коэффици-

ента теплоотдачи монотонно снижается из-за снижения рас-

хода теплоносителя, а зона ухудшенного теплообмена сдви-

гается к входу в ТВС. Штриховой линией показаны сечения 

перехода к сверхкритической температуре теплоносителя 

для каждого момента времени.  

 Таким образом численное моделирование процессов 

гидродинамики и теплообмена в семистержневой сборке те-

пловыделяющих элементов позволило определить условия 

возникновения областей ухудшенного теплообмена. Резуль-

таты расчетов свидетельствуют о существенной перестройке 

структуры потока при переходе от докритических к сверх-

критическим параметрам теплоносителя. 

В режиме с увеличением тепловой мощности наблю-

дается рост коэффициента теплоотдачи, что связано с рос-

том скорости и увеличением турбулизации потока. При дос-

тижении температуры теплоносителя критического значения 

коэффициент теплоотдачи резко снижается, возникает зона 



 215 

ухудшенного теплообмена, которая распространяется до вы-

хода из тепловыделяющей сборки. 

 

 
Рис. 2.6.17. Распределение коэффициента теплоотдачи и пе-

реход к сверхкритическим параметрам по длине тепловыде-

ляющего элемента в разные моменты времени: 

1 − 0 с, 2 − 10 с, 3 − 20 с, 4 − 30 с, 5 − 40 с. 

В режиме с падением расхода теплоносителя на входе 

в тепловыделяющую сборку наблюдается существенное раз-

личие в изменении тепловых и гидродинамических парамет-

ров теплоносителя в зависимости от ширины зазора  между 

обогреваемой и необогреваемой поверхностью. В узком за-

зоре между стержнями с уменьшением расхода теплоноси-

теля коэффициент теплоотдачи уменьшается, его максимум 

сдвигается к входу, зона ухудшенного теплообмена увели-

чивается. Через 40 с на выходе из сборки  температура обо-

лочки тепловыделяющего элементы приближается к пре-

дельно допустимому значению 1200
о
С, что может привести 

к ее разрушению. 

 

2.7 Двухфазные потоки 

Закономерности нестационарных теплогидравличе-

ских процессов, протекающих в элементах теплоэнергетиче-
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ского оборудования, в значительной мере определяют усло-

вия возникновения и возможные последствия аварийных си-

туаций на АЭС [95]. В настоящем параграфе рассмотрено 

приложение нестационарной RNG модели турбулентности к 

анализу указанных выше процессов. 

В настоящее время для обоснования безопасности 

АЭС и расчета аварийных режимов используются в основ-

ном одномерные нестационарные математические модели 

двухфазных потоков. Эти модели основываются на уравне-

ниях сохранения массы, импульса и энергии для средних по 

сечению каналов параметров теплоносителя. Система из 

шести дифференциальных уравнений сохранения для каж-

дой фазы дополняется условиями взаимодействия фаз на 

межфазной поверхности и со стенками канала [96]. В общем 

виде система уравнений содержит десять, независимых пе-

ременных описывающих параметры двухфазного потока. 

Адекватность математической модели в значительной мере 

определяется адекватностью системы замыкающих уравне-

ний, описывающих закономерности протекания физических 

процессов в двухфазном потоке в различных режимах. Ме-

жду режимами течения в двухфазном потоке нет резких гра-

ниц, поэтому выбор системы замыкающих уравнений, со-

держащих эмпирические соотношения, вызывает опреде-

ленные трудности. Одномерные математические модели не 

учитывают многих факторов, присущих двухфазным турбу-

лентным потокам, когда существенную роль начинают иг-

рать локальные процессы. В связи с этим возникает необхо-

димость в корректном прогнозировании локальных парамет-

ров потока теплоносителя в каналах активной зоны ядерных 

реакторов. Это приводит к необходимости использования 

более точных двух- и трехмерные моделей двухфазных по-

токов, которые позволяют учитывать изменения локальных 

параметров потока [96-102]. 

Двух- и трехмерные математические модели гидро-

динамических и тепловых процессов в двухфазных потоках 
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включают уравнения движения, неразрывности, энергии для 

каждой фазы [103-107]. Так как рассматривается турбулент-

ное движение среды, приведенные уравнения должны быть 

замкнуты моделью турбулентности. Для этой цели как раз и 

использовалась нестационарная RNG k -  модель, которая 

для однофазного варианта приведена в п. 2.3. Это было обу-

словлено тем, что процессы, протекающие в реальном обо-

рудовании, соответствуют резко нестационарным режимам. 

Однако, в отличие от однофазного течения, в данном случае 

необходимо учитывать сложные граничные и начальные ус-

ловия, наличие фазовых переходов, широкий диапазон из-

менения режимных параметров (давления, температуры, 

расхода, мощности обогрева). Влияние этих факторов еще 

недостаточно изучено [108]. Поэтому пришлось прибегнуть 

к использованию эмпирических констант (см. ниже) в замы-

кающих соотношениях, отражающих влияние определяю-

щих параметров, а также позволяющих устранить неопреде-

ленности, которые возникают из-за незнания закономерно-

стей физических процессов. 

На основе указанной модели были проведены иссле-

дования процессов теплообмена и гидродинамики при тече-

нии двухфазного теплоносителя в вертикальном парогене-

рирующем канале, моделирующем теплонапряженный канал 

активной зоны ядерного реактора, охлаждаемого водой.  

 Рассматривается течение в вертикальной обогревае-

мой трубе диаметром d и длинной l , на вход которой пода-

ется вода недогретая до температуры насыщения. Постоян-

ный тепловой поток подводится к стенке трубы (рис.2.7.1). 

 Задача решалась на основе модели [109], которая 

включает уравнение неразрывности  
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Рис. 2.7.1. Схема задачи 

  2,1, 



kMV

t
kkkk

kk ,  (2.7.1) 

где 
kkk

V,,   - плотность, объемное содержание и скорость 

каждой фазы ( 1
21
 , k = 1 – жидкость, k = 2 – пар), Mk - 

интенсивность массообмена между фазами, которая вычис-

ляется по следующей зависимости [110] 
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Здесь нT  - температура насыщения, H – теплота парообразо-

вания при данном давлении, 
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      (2.7.3) 
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 - площадь межфазной поверхности, 
1

  и 
2

  - коэффициен-

ты теплоотдачи на поверхности раздела. Они определены 

согласно зависимостям  /Nu
11

,  /Nu
22

, где 
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– диаметр пузырька, wr=w2–w1 – скорость проскальзывания. 

 Модель также включает уравнения движения для ка-

ждой фазы 
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Здесь выражение 
k

V  представляет собой тензорный 

градиент, который преобразует вектор (тензор первого ран-

га) в тензор второго ранга,  T
k

V  – сопряженный (транспо-

нированный) тензорный градиент,   перед квадратными 

скобками в предпоследнем слагаемом обозначает тензорную 

дивергенцию, которая преобразует тензор скоростей дефор-

маций второго ранга в вектор, k


 - орт в вертикальном на-

правлении вдоль которого действует сила тяжести, nmδ  - 

тензор Кронекера второго ранга соответствующей размерно-

сти, эффективная вязкость 
kktkeff

  (
kt

  – турбулентная 

вязкость, 
k

 – молекулярная вязкость). Кроме того, в уравне-

нии (2.7.8) 

gF
kb

       (2.7.9) 



 220 

– выталкивающая сила, F – межфазное трение, которое оп-

ределяется по формуле 

r

b

d w
d

c
F 21175.0


 ,      (2.7.10) 

где 
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– коэффициент сопротивления, 
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We       (2.7.12) 

– число Вебера. 

Уравнение энергии для фаз запишется в виде 
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где, S – тензор скоростей деформации (1.6.56) 

   
нkkнkkkh

hhMTTAS  .   (2.7.14) 

Уравнение для кинетической энергии турбулентности 

имеет вид 
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уравнение для скорости диссипации  
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В уравнениях (2.7.10) и (2.7.11) 
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где С1 = 1,42 и С2 = 1,68, 
K

G  - генерация турбулентной энергии, 

которая определяется следующим образом 
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      (2.7.20) 

- генерация турбулентной энергии за счет движения пузырь-

ков пара [111,112]. 

 Приведенная система замыкалась выражением для 

турбулентной вязкости и турбулентных чисел Прандтля, ко-

торые приведены в первой части. 

 Модель включает уравнение (2.7.11) с неопреде-

ленными a priori коэффициентами 
321

,, nnn . Для их определе-

ния были проведены тестовые расчеты течения воды в вер-

тикальном канале диаметром 10 мм и длинной 1 м со сле-

дующими параметрами на входе: давление 2 МПа, массовая 

скорость 900 кг/(м
2
·с), плотность теплового потока 0,2 

МВт/м
2
, температура воды 458 K и 465 K. Результаты расче-

тов сравнивались с экспериментальными данными, пред-

ставленными в работе [113]. Значения коэффициентов 

321
,, nnn  определялись на основе сравнения (с использовани-

ем критерия Фишера) расчетных и экспериментальных дан-

ных истинного объемного паросодержания  на выходе из 

канала в зависимости от относительной энтальпии смеси 

H

hh
x н1


       (2.7.21) 

(рис. 2.7.2, r – радиальная координата на всех рисунках это-

го параграфа). Наилучшее согласование между эксперимен-

тальными и расчетными данными наблюдается при следую-

щих значениях коэффициентов: 385,01 n , 9,12 n , 6,23 n . 

Модель верифицировалась на основании эксперименталь-

ных данных работы [114]. На рис. 2.7.3 приведено сравнение 

экспериментальных ( 13.7вхp МПа, 1500
вх

u кг/(м
2
·с), 

0.4q  МВт/м
2
, 1.0

вх
x ) и расчетных данных для приведен-
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ной массовой скорости пара. Из рисунка видно качественное 

согласование расчетных данных с экспериментальными. 

 
Рис. 2.7.2.. Распределение истинного объемного паросодер-

жания на выходе из трубы, на расстоянии 0,997м от вхо-

да: 2
вх

p МПа, 900
вх

u кг/(м
2
·с), 0.2q  МВт/ м

2
,  

1 – 011.0
вх

x , 2 – 017.0
вх

x  

 
Рис. 2.7.3. Распределение приведенной массовой скорости 

пара: 1 – эксперимент  2 – расчет 
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 На основе предложенной модели были исследованы  

нестационарные режимы течения и теплообмена в обогре-

ваемом канале. Это режим со скачкообразным увеличением  

тепловой мощности на стенке канала при постоянном расхо-

де теплоносителя на входе и режим с уменьшением скорости 

теплоносителя на входе в канал при постоянной тепловой 

нагрузке.  

 Областью моделирования являлась вертикальная тру-

ба диаметром 10мм и длинной 1200 мм. Массовая скорость 

теплоносителя на входе 900 кг/(м
2
·с), температура 465 K, 

давление 2 МПа [116]. Плотность теплового потока на стен-

ке канала изменялась скачком от 0 до 0,2 МВт/м
2
. 

На начальной стадии нестационарного процесса наблюдает-

ся переход от режима конвективного теплообмена к режиму 

кипения. На рис. 2.7.4 представлено изменение во времени 

профиля истинного объемного паросодержания вблизи вы-

ходного сечения на расстоянии 1 м от входа в трубу.  

 
Рис. 2.7.4. Изменение во времени профиля истинного объ-

емного паросодержания  на расстоянии 1м от входа. 
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В результате быстрого увеличения тепловой нагрузки 

паросодержание вблизи стенки резко увеличивается и на 

второй секунде профиль паросодержания принимает седло-

видную форму. На 5с происходит выброс пара в ядро пото-

ка, что приводит к уменьшению паросодержания вблизи 

стенки и увеличению его в центре канала (рис. 2.7.5). И да-

лее в диапазоне 15 с … 90 с продолжается равномерное уве-

личение паросодержания в ядре потока. В результате проис-

ходит выравнивание профиля паросодержания по всему се-

чению канала. Устанавливается режим развитого пузырько-

вого кипения, что качественно согласуется с данными рабо-

ты [117]. 

 
Рис. 2.7.5. Изменение во времени истинного объемного па-

росодержания вблизи стенки канала и в ядре потока на рас-

стоянии 1м от входа. 

 На рис.2.7.6 показано изменение во времени профиля 

температуры воды вблизи выходного сечения трубы. В на-

чале нестационарного процесса профиль температуры имеет 

вогнутую форму с максимальным значением вблизи стенки. 
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Рис 2.7.6. Изменение во времени профилей температуры во-

ды на расстоянии 1м от входа. 

 

 

 
Рис. 2.7.7. Изменение во времени температуры воды вблизи 

стенки 

 

На 2 секунде температура воды достигает максимального 

значения вблизи стенки (рис. 2.7.7), наблюдается кратковре-

менный, в течение 3-х секунд, кризис теплообмена первого 



 226 

рода, когда на стенке трубы в рассматриваемом сечении об-

разуется скопление пара. Далее паровое скопление разруша-

ется и устанавливается режим развитого кипения с посте-

пенным выравниванием значения температуры потока вбли-

зи стенки и в центре канала. 

На рис 2.7.8 и 2.7.9 приведены профили скорости во-

ды и пара вблизи выходного сечения. В начале процесса 

форма профилей скорости соответствует развитому турбу-

лентному течению. Скорость проскальзывания в централь-

ной части канала при этом равна 0,1 м/с. Начиная со 2-ой 

секунды, профили скорости принимают М  образный вид с 

прогибом в центре канала, и далее до 90 секунды их форма 

не меняется. Вид профиля скорости обусловлен высоким 

значением температуры теплоносителя вблизи стенки, что 

приводит к большему ускорению потока в этой области по 

сравнению с ядром потока. При этом скорость скольжения 

составляет 0,34 м/с. 

 
Рис. 2.7.8. Профили скорости воды на расстоянии 1м от вхо-

да. 
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Рис. 2.7.9. Профили скорости пара на расстоянии 1м от вхо-

да. 

На рис 2.7.8 и 2.7.9 приведены профили скорости во-

ды и пара вблизи выходного сечения. В начале процесса 

форма профилей скорости соответствует развитому турбу-

лентному течению. Скорость проскальзывания в централь-

ной части канала при этом равна 0,1 м/с. Начиная со 2-ой 

секунды, профили скорости принимают М  образный вид с 

прогибом в центре канала, и далее до 90 секунды их форма 

не меняется. Вид профиля скорости обусловлен высоким 

значением температуры теплоносителя вблизи стенки, что 

приводит к большему ускорению потока в этой области по 

сравнению с ядром потока. При этом скорость скольжения 

составляет 0,34 м/с.  

На рис.2.7.10, 2.7.11, 2.7.12 представлено изменение 

во времени профилей динамической турбулентной вязкости 

жидкой фазы, кинетической энергии турбулентности, скоро-

сти диссипации энергии на расстоянии 1 м от входа. На на-

чальной стадии процесса наблюдается рост этих параметров 

вблизи стенки канала, затем небольшое их уменьшение на 5 

секунде в связи с изменением структуры потока – переме-

щением пара от стенки в ядро потока. 
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Рис. 2.7.10. Динамическая турбулентная вязкость жидкой 

фазы на расстоянии 1м от входа. 

Далее в диапазоне 15 с – 90с наблюдается равномерное уве-

личение турбулентной вязкости жидкости, кинетической 

энергии турбулентности и скорости диссипации энергии 

вблизи стенки канала в связи с увеличением скорости пото-

ка.  

 Второй нестационарный режим, который был иссле-

дован – это режим снижения расхода теплоносителя на вхо-

де в обогреваемый канал. Нестационарный процесс сниже-

ния расхода теплоносителя моделировался уменьшением 

значения скорости потока на входе в трубу диаметром 10мм 

и длинной 1200 мм согласно зависимости 

 tww nomвх 0184.0exp   ,   (2.7.22) 

где nomw  начальное значение скорости на входе.  

Тепловой поток на стенке трубы был постоянный и 

равный 0,2 МВт/м
2
, температура теплоносителя на входе 

465K, давление 2МПа. В начальный момент времени ско-

рость 9,0nomw м/с.  
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Рис. 2.7.11. Кинетическая энергия турбулентности жидкой 

фазы на расстоянии 1м от входа. 

 

 
Рис. 2.7.12. Скорость диссипации энергии жидкой фазы на 

расстоянии 1м от входа. 

 На рис.2.7.13 показано изменение во времени профи-

ля паросодержания в среднем сечении на расстоянии 0,6 м 

от входа. В рассматриваемом сечении в начальный момент 
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времени наблюдается режим начала кипения с малым коли-

чеством пара вблизи стенки трубы. 

 
Рис. 2.7.13. Изменение во времени профиля истинного объ-

емного паросодержания в сечении 0.6 м от входа  

 

 С течением времени, по мере уменьшения расхода, 

происходит интенсивное парообразование вблизи стенки. На 

65 секунде устанавливается развитый пузырьковый режим 

кипения, затем пузырьковый режим переходит в снарядный 

(75 секунда). На 85 секунде профиль паросодержания при-

нимает вид характерный для дисперсно-кольцевого режима 

течения. 

 На рис. 2.7.14 показано изменение во времени про-

филя температуры теплоносителя. В начальный момент 

времени профиль температуры почти равномерный. С тече-

нием времени происходит увеличение температуры, вызван-

ное уменьшением расхода теплоносителя. При этом смена 

режимов течения двухфазного потока (пузырьковый, сна-

рядный, дисперсно-кольцевой) почти не сказывается на ха-

рактере распределения температуры по сечению трубы. 
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Рис. 2.7.14. Изменение во времени профиля температуры 

теплоносителя в сечении 0.6 м от входа 

 
Рис.2.7.15. Изменение во времени профилей скорости воды 

и пара в сечении 0.6 м от входа 

 

 На рис.2.7.15. показано изменение во времени про-

филей скорости воды и пара. В начальный момент времени 

профили скорости имеют почти равномерный характер, со-

ответствующий развитому турбулентному течению и пу-

зырьковому режиму кипения. Затем на 15 секунде профиль 



 232 

скорости приобретает М  образную форму в результате по-

вышения генерации пара у стенок канала. На 65 секунде 

скорость обоих фаз начинает расти, хотя расход на входе в 

канал по-прежнему падает. Это обусловлено интенсивным 

снижением плотности среды и сменой режимов течения. На 

85 секунде профиль скорости приобретает вид, характерный 

для дисперсно-кольцевого режима течения с кипящей плен-

кой жидкости на стенке и парокапельным ядром в центре 

потока. 

 На рис. 2.7.16 - 2.7.18 показано изменение во времени 

профилей динамической турбулентной вязкости жидкой фа-

зы, кинетической энергии турбулентности и энергии дисси-

пации в рассматриваемом сечении трубы. Поведение этих 

параметров качественно такое же, как и поведение профилей 

скорости. В промежуток времени от 0 с до 65 с происходит 

уменьшение значений турбулентной вязкости, кинетической 

энергии турбулентности и скорости диссипации по всему 

сечению из-за уменьшения расхода теплоносителя. Затем 

происходит увеличение этих параметров из-за увеличения 

скорости потока в данном сечении.  

 

 
Рис. 2.7.16. Профиль динамической турбулентной вязкости 

жидкой фазы в 0.6 м от входа 
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 Каждый из рассмотренных нестационарных режимов, 

позволяет проследить изменение во времени локальных ха-

рактеристик двухфазного потока в канале. Полученные ре-

зультаты важны с точки зрения моделирования возможных 

аварийных ситуаций.  

 

 

 
Рис. 2.7.17. Кинетическая энергия турбулентности в 0.6 м от 

входа 

 
Рис. 2.7.18. Скорость диссипации энергии в 0.6 м от входа 

 

2.8. Турбулентная магнитная гидродинамика 

 Метод ренормализационных групп широко применя-

ется в теории турбулентной магнитной гидродинамики 
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(МГД), так как позволяет преодолеть многие теоретические 

препятствия. 

 Исследования полностью развитой турбулентной 

магнитной гидродинамики широко проводятся в различных 

областях физики, а именно, связанных с космической техни-

кой [118]. Особое внимание уделяется исследованиям МГД 

турбулентности плазмы [119]. Основное свойство МГД тур-

булентности состоит в том, что беспорядочное движение 

жидкости генерируется за счет магнитного поля большого 

масштаба и за счет магнитных флуктуаций [120]. Источни-

ком энергии магнитного поля большого масштаба являются 

турбулентные пульсации. Это означает, что энергия транс-

портируется от турбулентности малого масштаба к турбу-

лентности большего масштаба. Такие процессы являются 

следствием эффекта спиральности и могут рассматриваться 

как инверсионный каскад МГД турбулентности. Несмотря 

на то, что диссипация энергии постоянного магнитного поля 

возникает вследствие магнитной диффузии и может рас-

сматриваться как прямой каскад (энергия передается от 

большего масштаба турбулентности к меньшему) эффекты 

спиральности и магнитной диффузии в постоянном магнит-

ном поле имеют линейный характер. 

 Как уже было отмечено, наука о плазме широко при-

меняется во многих областях промышленности. Сюда мож-

но отнести лазерное оборудование, производство тонких 

пленок, ракет с ядерными реакторами. Кроме того, вопросы, 

связанные с динамикой плазмы нашли свое применение в 

астрономической физике (например, при изучении солнеч-

ного ветра, солнечных вспышек и коронарных структур). 

Как и в обычных ньютоновских жидкостях, МГД турбу-

лентность возникнет в плазме или намагниченных жидко-

стях при числах Рейнольдса превышающих некоторое кри-

тическое значение. Несмотря на большое количество иссле-

дований в области турбулентной магнитной динамики до 
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сих пор существует значительный интерес к изучению 

двухмерной и трехмерной турбулентности. 

 В работе [121] на основе рекурсивного ренормгруп-

пового анализа несжимаемой турбулентности в МГД иссле-

дованы различные свойства трехмерной турбулентной маг-

нитной гидродинамики. Был найден инвариант коэффициен-

та эффективной турбулентной вязкости ренормгруппового 

преобразования при следующих условиях: а) магнитная ин-

дукция достаточно слабая величина по сравнению со сред-

ней скоростью потока; б) в рассматриваемом случае имеет 

место эффект Альфвена, то есть, колебания скорости и маг-

нитной индукции почти параллельны и примерно равны по 

величине. Показано, что энергетический спектр турбулент-

ных пульсаций скорости и магнитного поля подобен спектру 

Колмогорова в инерционном интервале. Это обстоятельство 

согласуется с некоторыми лабораторными измерениями и 

наблюдениями в астрономической физике. Определено 

влияние магнитной константы Колмогорова и Смагоринско-

го на характерные волновые числа турбулентности. 

 Наряду с исследованиями трехмерной турбулентной 

магнитной гидродинамики имеются работы по изучению 

двумерных задач, где используются преобразования ренорм-

групповой методики. В [122] авторы провели исследования 

плазмы в двухмерном приближении и смогли показать су-

ществование масштабного решения в неподвижной точке 

ренормгруппового преобразования. Они получили значения 

показателя энергетического спектра при возникновении га-

уссовского шума. В работе [123] ренормгрупповой подход 

был использован для анализа скоростной функции тока и 

функции магнитного потока в уравнениях магнитной гидро-

динамики. Однако позже было показано, что не существует 

фиксированной точки ренормгруппового преобразования и 

определено, что применимость метода ренормгрупп к тур-

булентной системе достаточно ограничена, особенно в слу-

чае рассмотрения задач с прямым и обратным направлением 



 236 

передачи энергии. В противоположность этому, в [124] по-

казано, что двусторонняя передача энергии в трехмерном 

потоке очень слабая. Поэтому было бы разумно использо-

вать ренормгрупповой анализ для МГД турбулентности в 

трехмерных задачах. В литературе также представлено не-

которые данные по применимости спектра Колмогорова для 

изучения трехмерной МГД турбулентности. 

 В литературе по астрономической физике изложены 

материалы по измерениям магнитного энергетического 

спектра солнечного ветра методом МГД турбулентности с 

коронарным выбросом. Они были использованы в теорети-

ческих исследованиях трехмерной МГД турбулентности с 

учетом спектра Колмогорова. Это дало возможность полу-

чить универсальную константу Колмогорова. В [125] пред-

ложено самосогласованную ренормализационную процеду-

ру к исследованию МГД турбулентности, а также определе-

но, что энергетический спектр для скорости удовлетворяет 

условиям спектра Колмогорова. Это исследование было 

проведено с целью обеспечения выполнения рекурсивного 

ренормализационного анализа МГД турбулентности в трех-

мерной постановке. 

 В данном параграфе приведена процедура RNG ана-

лиза, предложенная в работе [121] для исследования МГД 

турбулентности с целью определения различных транспорт-

ных свойств. В этой работе показано характер влияния поля 

скорости и поля магнитной индукции на спектр кинетиче-

ской энергии и на эффективную турбулентную вязкость. 

 Рассмотрим намагниченную несжимаемую жидкость. 

Для удобства аналитических выкладок положим, что плот-

ность   и магнитная проницаемость 
H

  равны единице. В 

этом случае можно принять, что магнитная индукция В и 

скорость имеют одинаковые размерности. Тогда уравнения 

движения и магнитного поля имеют следующий вид 

    uBBpuu
t

u 2

0





,   (2.8.1) 
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  BBu
t

B H 2

0





.    (2.8.2)  

где  
He

H  /1
0

 – коэффициент магнитной вязкости, 
e

  – 

удельная электропроводимость. 

Введем переменные Эльзассера [126] 

BuBu  , .     (2.8.3) 

Учитывая (2.8.3) выражения (2.8.1) и (2.8.2) преобразуются в  

  


  2

0

2

0
p

t
,   (2.8.4) 

  


  2

0
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0
p

t
,   (2.8.5) 

где 

    2/,2/
000000

HH  ,    (2.8.6) 

  2/2* Bpp  .     (2.8.7) 

К уравнениям (2.8.4) и (2.8.5) применим операцию дивер-

генция. Это дает 
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2 .     (2.8.8) 

Применяя Фурье-преобразование к уравнениям (2.8.4) и 

(2.8.5) и учитывая (2.8.8), получим в пространстве волновых 

чисел 
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где  


M  определяется по формуле (1.2.18). Матрица 

 tkL ,  определяется выражением 
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ttL .   (2.8.10) 

Рекурсивный ренормгрупповой анализ начинается с 

волнового числа, соответствующего колмогоровскому мас-

штабу турбулентности, а в качестве ультрафиолетовой от-

сечки принимается следующее за ним волновое число 1 . 
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Тогда разбивка полей   и   на быстрые и медленные мо-

ды имеет вид 
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Подставляя (2.8.11) и (2.8.12) в (2.8.9), получим выражения 

для медленных 
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и быстрых мод 
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Далее используем следующие правила 

0),(),(  






tt ,    (2.8.15) 
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tt
     (2.8.16) 

Учитывая, что поля магнитной динамики имеют нулевые 

флуктуации и то, что быстрые моды рассматриваются как 

статистически независимые от медленных, получим осред-

ненное уравнение для медленных мод 
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Отличие выражения (2.8.17) от (2.8.9) состоит в наличии 

слагаемого в правой части (2.8.17), которое описывает вклад 

эффективной турбулентной вязкости и эффективной маг-

нитной вязкости. 

 Далее вернемся от переменных Эльзассера к пере-

менным u и B и предположим, что векторы u и B являются 

собственными векторами матриц L  и L . Тогда (2.8.17) 

трансформируется к 
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.  (2.8.18) 

По аналогичной схеме преобразуется и выражение для бы-

стрых мод u и B . 

 Далее умножим обе части (2.8.18) на  tu ,


, а обе 

части выражения для быстрых мод на  tB ,


. Проведя 

осреднение быстрых мод, получим после упрощения выра-

жение для медленных мод на следующем шаге перенорми-

ровки  
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,  (2.8.19) 

где 
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После первого этапа перенормировки коэффициент эффек-

тивной турбулентной вязкости и эффективной магнитной 

вязкости определяются из следующих выражений соответ-

ственно 

   
001

,     (2.8.21) 

    HHH
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,     (2.8.22) 

где 
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,   (2.8.25) 
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m . 

   tutuQ ,,  






.    (2.8.26) 

   tBtBS ,,  






.    (2.8.27) 

 В турбулентной МГД рассматривается два типа энер-

гетического спектра. Выражения для спектра поля скорости 

и магнитного поля имеют вид 

     dQdE 24 ,     (2.8.28) 

     dSdE
H

24 .     (2.8.29) 

Подставим выражения (2.8.28) и (2.8.29) в (2.8.23) и (2.8.24). 

Это дает 
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Выражения (2.8.30) и (2.8.31) являются инкрементами коэф-

фициентов эффективной вязкости и эффективной магнитной 

вязкости. 

 Процедуры ренормализации для быстрых мод на ша-

ге (n + 1) дает 
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 (2.8.32) 

   
 nnn 1

,     (2.8.33) 

   


H

n

H

n

H

n 1
.     (2.8.34) 

где  
n

 и   H

n
 определяются подобно (2.8.30) и (2.8.31). 

 В работе [120] использованы следующие законы для 

спектров энергии 

   
pn

ba

Kn
CE  / ,     (2.8.35) 

   
pn

ba

HHHn
CE  / ,    (2.8.36) 

где 
p

  – волновое число, соответствующее максимальному 

значению спектра, 
H

C  – магнитная константа Колмогорова, 

n
  и 

n
  – функции масштабирования 

H
  – диссипация маг-

нитного поля. По аналогии с (2.8.35) и (2.8.36) можно вести 

безразмерные значения коэффициентов турбулентной вязко-

сти n̂  и магнитной турбулентной вязкости H

n
€ . Тогда 

   
pn

gfe

Kn
C  /€      (2.8.37) 

и 

   
p

H

n

li

H

h

H

H

n
C  /€ .    (2.8.38) 

Параметры верхних индексов определяются следующими 

соотношениями 

  .2/1,2/,2/1,  bgafheldgb  (2.8.39) 
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Подставим (2.8.37) и (2.8.38) в выражения для скорости дис-

сипации 
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и для скорости магнитной диссипации 
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В результате имеем 
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где 
1

/~



n

, 
nn




/
1

. Из равенства размерностей в обеих 

частях уравнений (2.8.42) и (2.8.43) следует 

3/2 ca , 3/5 db .     (2.8.44) 

Учитывая (2.8.39) и (2.8.44), получим 

   
pnKn

CE   /3/53/2 ,    (2.8.45) 

   
pnHHH

CE   /3/53/2 .    (2.8.46) 

Выражения (2.8.45) и (2.8.46) показывают, что для обоих 

спектров выполняется закон Колмогорова. 

 Коэффициенты эффективной турбулентной вязкости 

и турбулентной  магнитной вязкости определяются из выра-

жений 

   
pnKn

C   /€
3/43/12/1 ,    (2.8.47) 

   
p
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nHM
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n
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3/43/12/1 .    (2.8.48) 

Учитывая выражения (2.8.45) - (2.8.48) преобразуем (2.8.30) 

и (2.8.31) к виду 
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  (2.8.50) 

В пределе n  выражения (2.8.49) и (2.8.50) упростятся до 
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H C   /€
3/43/43/12/1 ,    (2.8.52) 

 Выражение    используем для получения констан-

ты Колмогорова в модели Смагоринского (LES). Для этого 

предположим, что  

    FC
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где 
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3 // 
HKH

CC .     (2.8.55) 

Учитывая приведенные формулы, можно получить выраже-

ния для констант Колмогорова 
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где 
s

  – волновое число наибольших вихрей. Согласно рабо-

там [127,128] выражения для   и   представим в виде 
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где  
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 s  - параметр, который меняется в зависимости от участка 

энергетического спектра и не может превышать четырех. 

Подставим (2.8.58) и (2.8.59) в (2.8.45) и (2.8.46) соответст-

венно и получим преобразованные выражения для  E  и 

 HE . Учитывая полученные выражения для спектров, 

(2.8.56) и (2.8.57) можно преобразовать к 
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Как видно из (2.8.61) и (2.8.62) константы Колмогорова за-

висят от точного определения геометрии вихрей большого 

масштаба. 

 Для использования LES метода нужно определить 

константу Смагоринского для турбулентной магнитной гид-

родинамики. Для этого получим выражение, описывающее 

турбулентную вязкость в LES приближении. Если предпо-

ложить, что 
c

 , 1/
0


c
, то выражение (2.8.51) примет 
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где 3/4
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3/12/1

1
 

K
CΗ  и 3/4
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2
  H
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CΗ . 

Решим алгебраическое уравнение (2.8.64) относительно 
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  и проведем замену 
c

  на  /2  

(  – гауссовский фильтр). В результате получим 
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(2.8.65) 

где 
S

C  - константа Смагоринского. 

 Как видно из приведенных преобразований, получен-

ные выражения для 
K

C , 
H

C , 
S

C  зависят от характерных вол-

новых чисел (
p

  и 
s

 ). 

 В работах [120,129] показано применение метода ре-

нормализационной группы к нелинейному магнитному полю 

большого масштаба. Эта процедура дает возможность полу-

чить дифференциальные выражения для коэффициентов 

турбулентного переноса, а именно: коэффициента турбу-

лентной вязкости, турбулентной магнитной вязкости, турбу-



 246 

лентных магнитных коэффициентов (
p

Q  и 
s

Q ), которые вхо-

дят в уравнение для силы Ампера (см. ниже (2.8.66)). 

 В работе [129] рассмотрено применение ренормгруп-

пового анализа к полностью развитой МГД турбулентности 

в области 
d

l < l <
0

l , где 
0

l  – максимальный масштаб турбу-

лентного движения 
d

l  - диссипативный масштаб при 1Re   

и 1Re 
H

 (  /Re
00
lu , H

H
lu  /Re

00
 – магнитное число Рей-

нольдса, 0u  – характерная турбулентная скорость). При этом 

ренормализационный анализ в турбулентной магнитной 

гидродинамике имеет некоторые отличия от подобного ана-

лиза в случае «чистой» гидродинамической турбулентности. 

Разница заключается в следующем: 

 - в отличие от «классической» RNG процедуры, где 

внешняя возбуждающая сила вводится как «белый» шум, 

при исследовании МГД основные спектральные и статисти-

ческие свойства турбулентности могут быть заданы произ-

вольно; 

 - в классическом методе RNG параметры нелинейно-

го взаимодействия предполагаются малыми, а при изучении 

МГД турбулентности малым задается параметр, характери-

зующий отношение энергетической плотности магнитного 

поля к энергетической плотности гидродинамического дви-

жения; 

 - при изучении МГД турбулентности применение 

RNG процедуры производится непосредственно к уравнени-

ям, тогда как в классической RNG методике ренормализиру-

ется функция Грина.  

 При исследовании магнитного поля сила Ампера за-

давалась в следующем виде 

  BQBB
Q

F
s

p

m
















4

1

8

2 ,    (2.8.66) 

где коэффициенты 
p

Q  и 
s

Q определяют влияние МГД турбу-

лентности на магнитную силу. В случае отсутствия турбу-

лентности 1
ps

QQ . Отличие 
p

Q  и 
s

Q  от единицы является 
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следствием отрицательного вклада МГД турбулентности в 

основную магнитную силу. 

 В ходе преобразований уравнений движения и маг-

нитного поля методом ренормгруппы получены следующие 

дифференциальные выражения: 






20

7

dK

d
,      (2.8.67) 

 
H

H

H

dK

d

Pr1

Pr





,     (2.8.68) 
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2

Pr15

Pr3Pr

H

HH

s

s Q
dK

dQ




 ,     (2.8.69) 

 
H

H

p

sp
Q

dK

dQ

dK

dQ

Pr1

Pr
4

2 
 ,    (2.8.70) 

где  
1

0

2

0

2

0

3





















u
K , 3/5 , 1

00

 l . 

Уравнение для магнитного числа Прандтля имеет вид 
  

 
H

HHHH
aa

dK

d

Pr1

PrPrPrPr
2

21




 ,    (2.8.71) 

где 79,0
1
a , 44,0

2
a . Магнитное число Прандтля определя-

ется выражением H

H
 /Pr . 

 Зависимость коэффициента турбулентной вязкости от 

K  в случае, когда число Прандтля постоянно, описывается 

выражением 

    
d

KKK 
10

72

0

2 ,    (2.8.72) 

где  
dd

KK  , 1
dd

l . 

Решение полученной в [129] системы дифференциальных 

уравнений (2.8.67) – (2.8.70) описывает влияние K на коэф-

фициенты турбулентного переноса. В случае 1

00

 l  име-

ем 
7/14/3 Re,Re,3,1,  

HpHst

H

t
QQ ,  (2.8.73) 

где  
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     130/17/
00

 u
t

. 

 В результате исследования [129] показано, что при 

больших магнитных числах Рейнольдса уровень магнитных 

пульсаций может быть больше, чем предсказывает предпо-

ложение о равномерном распределении энергии по волно-

вым числам. Это происходит благодаря обратному каскаду 

передачи турбулентной энергии в пространстве волновых 

чисел, т.е. возникает эффект отрицательной турбулентной 

вязкости (подробно эффект отрицательной вязкости будет 

рассмотрен в п. 2.9). В результате неустойчивости магнитно-

го поля большого масштаба значение эффективного магнит-

ного давления ( )8/( 2  BQP
pH

) меняет знак. 

 Некоторые аспекты применения метода ренормализа-

ционнной группы к магнитной гидродинамике показаны в 

[130]. В этой работе вводились переменные Эльзассерра (как 

и в [121]). В результате получена система нелинейных диф-

ференциальных уравнений, решение которой дает возмож-

ность определить коэффициент турбулентной вязкости. 

 

2.9. Эффекты отрицательной турбулентной  

вязкости 

Согласно гипотезе Буссинеска в турбулентных потоках 

между напряжением трения и скоростью деформаций суще-

ствует связь, которая формально аналогична линейному за-

кону Ньютона для ламинарных течений. Отличие состоит в 

том, что, если при ламинарном режиме коэффициент про-

порциональности (молекулярная вязкость) есть величина, 

которая зависит лишь от физических свойств среды, то в 

турбулентном потоке коэффициент пропорциональности 

(турбулентная вязкость) в основном определяется самим по-

лем турбулентных пульсаций. Ряд экспериментальных ис-

следований показал, что существует такие области в турбу-
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лентных потоках, где знак напряжения трения и скорости 

деформации не совпадает. Это значит, что в рамках гипоте-

зы Буссинеска турбулентная вязкость имеет отрицательное 

значение. В работе [131] такая возможность интерпретиру-

ется как реверс каскадного механизма передачи турбулент-

ной энергии Ричардсона, т.е. при отрицательной турбулент-

ной вязкости энергия передается от беспорядочного пульса-

ционного движения к упорядоченному осредненному тече-

нию. Такие процессы наблюдаются в потоках при воздейст-

вии интенсивных массовых сил различной природы, когда 

происходит «накачка» энергии в области высоких значений 

волновых чисел. Затем эта энергия передается в область 

низких волновых чисел, которые соответствуют крупно-

масштабным когерентным турбулентным структурам. При-

мерами таких течений могут служить потоки в сильных 

электромагнитных полях, в полях центробежных сил, в по-

лях архимедовых сил и т.д. 

Первоначально, возможность реализации процессов с 

отрицательной вязкостью была обоснована для двухмерной 

турбулентности следующим образом. Для двухмерной не-

сжимаемой турбулентности справедливы законы сохранения 

кинетической энергии k и энстрофии  [132]: 

 v
dt

dk
2 ,     (2.9.1) 




dt

d
,      (2.9.2) 

где 

  2/2/rot
22

ωu


 ,    (2.9.3) 

 2
rot ω


v ,     (2.9.4) 

u


 – векторное поле турбулентных пульсаций скорости, ω


 – 

его завихренность,   – скорость диссипации энстрофии. 

Как следует из (2.9.1) и (2.9.2) в невязком пределе, что 

характерно для инерционного интервала (колмогоровского 
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типа), существует две положительно определенные вели-

чины (кинетическая энергия и энстрофия), которые являют-

ся инвариантами. Обе эти величины участвуют в каскадном 

процессе переноса. При этом кинетическая энергия перено-

сится к большим масштабам – обратный каскад, который 

компенсируется прямым каскадом энстрофии. Следователь-

но, в развитой двухмерной турбулентности имеется два 

инерционных интервала. В области больших вихрей (малые 

волновые числа) каскадный процесс определяется скоро-

стью диссипации энергии. Для этой области из анализа раз-

мерности вытекает классический закон Колмогорова 

(1.4.14). Выражая энстрофию через спектральную плотность 

       ddEd , ,   (2.9.5) 

приходим к связи 
3/13/22  KCE ,    (2.9.6) 

которая, как раз, и запрещает одновременный перенос  и Е 

в область высоких волновых чисел [133]. Следовательно, в 

двухмерном случае именно энстрофия переносится от боль-

ших к меньшим масштабам, компенсируя обратный каскад 

энергии и вызывая эффект отрицательной турбулентной вяз-

кости. 

Для мелких вихрей (большие волновые числа) допол-

нительной определяющей величиной является скорость дис-

сипации энстрофии. Размерный анализ дает другой спек-

тральный закон 

  33/2 

  CE ,  (2.9.7) 

который описывает инерционный интервал энстрофии. 

Иная ситуация имеет место в случае трехмерной тур-

булентности. Для такого типа турбулентности закон сохра-

нения энстрофии не выполняется и поэтому первоначально 

считалось, что эффекты отрицательной вязкости присущи 

именно двухмерной турбулентности. В трехмерном случае 

энстрофия возрастает благодаря механизму растяжения вих-

рей, в то время как для двухмерной турбулентности энстро-
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фия либо сохраняется в инерционном интервале либо может 

затухать при конечной вязкости (как это следует из (2.9.2)) 

из-за того, что механизм растяжения вихрей не может быть 

реализован. 

Однако оказалось, что для трехмерной турбулентности 

выполняется другой законы сохранения - закон сохранения 

осредненной полной спиральности [134] 

   2/rot uu


H ,  (2.9.8) 

который имеет следующий вид 

H
dt

dH
 ,  (2.9.9) 

где 

 ωω


rot vH   (2.9.10) 

- скорость диссипации спиральности.  

 Как следует из (2.9.9) полная спиральность также яв-

ляется инвариантом в инерционном интервале. Этот инвари-

ант сохраняется на траекториях движения жидких частиц в 

невязкой среде и, можно сказать, что он характеризует сте-

пень связности вихревых структур. 

 В случае ненулевой спиральности поле турбулентных 

пульсаций – это анизотропная структура, генерируемая вих-

рями с различными направлениями вращения. При этом мо-

жет возникать ситуации, когда какое-то направление враще-

ния будет преобладающим. Например, левовращательные 

когерентные структуры будут преобладать над правовраща-

тельными. Поэтому спиральность обуславливает топологию 

турбулентного поля и выражает степень отдаленности со-

стояния турбулентного потока от состояния «реализации от-

ражательной симметрии». В связи с этим спиральность эф-

фективно генерируется в зеркально  несимметричном поле 

турбулентных скоростей. Генерация спиральности приводит 

к порождению крупномасштабных зацеплений вихревых 

линий течения, которые сохраняются в каскадном процессе 
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в инерционной области, но уничтожаются вязкостью в об-

ласти мелких масштабов. 

 Спиральность является квадратичным инвариантом и 

по своей природе «аналогична» кинетической энергии тур-

булентности, для которой в трехмерном случае также спра-

ведлив закон сохранения (2.9.1). Существование двух невяз-

ких инвариантов (энергия и спиральность) в трехмерной 

турбулентности свидетельствует о том, что эти две величи-

ны, сохраняющиеся при нелинейных взаимодействиях в 

инерционном интервале, одновременно участвуют в каскад-

ном турбулентном процессе. При этом возможна реализация 

двух вариантов поведения турбулентности. Во-первых, мо-

жет быть реализован сценарий, когда обратный каскад энер-

гии компенсируется прямым каскадом спиральности. Во-

вторых, существует возможность одновременного прямого 

каскада обеих величин к малым масштабам. Такое неодно-

значное поведение спиральности в каскадных трехмерных 

процессах обусловлено тем, что спектральная плотность 

спиральности F(,t), которая определяется через соотноше-

ние 

   dtdtFH , ,     (2.9.11) 

(в отличие от спектральной плотности кинетической энер-

гии) может быть как положительной, так и отрицательной. 

 Для двухмерной турбулентности спектральные плот-

ности энергии и энстрофии связаны соотношением (2.9.7), а 

в случае трехмерной турбулентности для спектральной 

плотности спиральности можно получить только оценку 

   tEtF ,2,  .     (2.9.12) 

Эта оценка как раз и говорит о возможности реализации 

упомянутых выше двух сценариев каскадных процессов. 

Вероятность реализации того или другого каскадного про-

цесса зависит от интегральных свойств системы и гранично-

начальных условий. 
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В случае взаимно противоположных каскадных про-

цессов энергии и спиральности, когда возникает явление от-

рицательной вязкости, размерный анализ для спектра энер-

гии позволяет получить следующий спектральный закон: 

  3/73/2  HE .     (2.9.13) 

В случае однонаправленных каскадов спиральность 

ведет себя пассивно и не воздействует на каскад энергии. 

При этом эффекты отрицательной вязкости отсутствуют, и 

спектр энергии описывается обычным колмогоровским за-

коном. Анализ размерности в данном случае для спектра 

спиральности приводит к 

  3/53/1   HHCF .    (2.9.14) 

 Как следует из формул (2.9.7) и (2.9.13) для эффектов 

отрицательной вязкости характерно наличие областей энер-

гетического спектра, где его затухание происходит быстрее, 

чем в инерционном диапазоне. Также в этой области проис-

ходит «накачка» энергии в турбулентные пульсации от 

внешних сил. 

Результаты, касающиеся ренормализованных коэффи-

циентов переноса (в частности, турбулентной вязкости), ко-

торые приведены выше (в первой и второй частях), были по-

лучены в предположении, что во всем диапазоне волновых 

чисел справедлив закон Колмогорова (1.4.14) для энергети-

ческого спектра. В реальных потоках, как мы видели, суще-

ствуют области волновых чисел, в которых энергетический 

спектр описывается иными зависимостями. В области боль-

ших волновых чисел (ультрафиолетовый предел) согласно 

полуэмпирической теории Гейзенберга [135] поведение 

спектра подчиняется зависимости 

  7E .      (2.9.15) 

т.е. скорость затухания спектра значительно выше, чем в 

инерционном диапазоне. Однако эксперименты показывают 

[136], что в действительности скорость затухания гораздо 

больше, чем предсказывает теория Гейзенберга. В ультра-
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фиолетовом пределе справедлива не степенная, а экспонен-

циальная зависимость для энергетического спектра. Теоре-

тически это продемонстрировал Таунсенд [137]. 

 В первой части приведен закон Пао для энергетиче-

ского спектра (1.7.36), который показывает, что при малых 

значениях волновых чисел выполняется закон Колмогорова 

(1.4.14), а при больших - происходит затухание спектра по 

экспоненциальной зависимости. Используя аппроксимацию 

Паде по параметру  (индекс «0» убран), представим (1.7.36) 

в следующем виде [138] 

...
128

27

16

9

8

9

2

3
1 3/43/164414333/23/8223/13/4

3/23/5










KKKK

K

CCCC

C
E . (2.9.16) 

 Анализируя (2.9.16), можно заключить, что в про-

странстве волновых чисел существуют участки спектра тур-

булентной энергии, подчиняющиеся различным закономер-

ностям. При малых  все слагаемые, начиная со второго, в 

знаменателе (2.9.16) меньше единицы и, как уже отмечалось 

выше, выполняется закон Колмогорова. При более высоких 

значениях волновых чисел, очевидно, превалирующую роль 

начинает играть второй член в знаменателе (2.9.16). В этом 

случае имеем 

33

4




E .      (2.9.17) 

Таким образом, мы приходим к "закону обратного 

куба" (2.9.7), который был экспериментально найден в изме-

рениях Огуры [139]. Сравнивая (2.9.17) с (2.9.7), находим 

связь между скоростью диссипации энергии и скоростью 

диссипации энстрофии 

2/3













 ,     (2.9.18) 
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a C = 4/3. В соответствии же с численными эксперимента-

ми C* = 1,5 [139].  

 Условие, при котором начинает выполняться "закон 

обратного куба", имеет следующий вид 
4/3

3

3-
3

2
















KC
.    (2.9.19) 

Условие (2.9.19) получено из сравнения величин первого и 

второго слагаемых знаменателя (2.9.16). 

По мере продвижения в сторону ультрафиолетового 

предела в пространстве волновых чисел роль слагаемых в 

знаменателе (2.9.16) изменяется. При условии (это следует 

из оценки пятого слагаемого в знаменателе (2.9.16)) 

4/3
3

4
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3

1
24 
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    (2.9.20) 

из (2.9.16) следует, что 

743

2

27

128






KC
E .     (2.9.21) 

что согласуется с полуэмпирической теорией Гейзенберга 

(2.9.15). 

 Теперь посмотрим, как трансформируются выраже-

ния для турбулентной вязкости при учете ультрафиолетовой 

части энергетического спектра. Для этого подставим (1.7.36) 

в (1.4.20). После интегрирования получим  
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где erf - интеграл ошибок. Далее необходимо выразить тур-

булентную вязкость через кинетическую энергию турбу-

лентности, исключив волновое число ультрафиолетовой от-

сечки c из формулы (1.4.8) на основе (2.9.22). Такая задача 

сводится к решению трансцендентного уравнения. Следова-

тельно, таким путем невозможно получить аналитическую 

зависимость для турбулентной вязкости. Однако если вос-

пользоваться условием, что молекулярная вязкость это ма-

лый параметр, то разложив (2.9.22) в ряд по степеням 1/2
 

(ограничиваясь двумя первыми членами разложения), полу-

чим систему уравнений, содержащую уравнение (1.4.8) и 
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27

2

3
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c

K CCk . (2.9.23) 

Решение этой системы дает нам выражение для турбулент-

ной вязкости [140] 
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634
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d

t Ck
C

A
, (2.9.24) 

где  - коэффициент пропорциональности между скоростью 

диссипации  и параметром D0 (см. уравнение (1.4.18) и таб-

лицу 1.1). 

В работе [141] для получения формулы турбулентной 

вязкости использовался классический ренормгрупповой 

подход, основанный на уравнении Гелл-Манна – Лоу 

(1.8.18). В результате была получена следующая связь меж-

ду турбулентной вязкостью и энергетическим спектром 
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, (2.9.25) 

а так же численное значение константы Колмогорова 

СК=5/3. Использование (2.9.23) и (2.9.25) совместно с фор-

мулой (1.7.36) дает зависимость аналогичную (2.9.24) 
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. (2.9.26) 

Формула (2.9.26) свидетельствует о возможности существо-

вания отрицательной турбулентной вязкости при опреде-

ленном условии. Легко видеть, что это условие можно запи-

сать в следующем виде [142] 

   3

8

27
2 KCk .    (2.9.27) 

Условие (2.9.27) можно интерпретировать следующим обра-

зом. В турбулентных потоках возникают локальные области, 

где осуществляется реверс каскадного механизма передачи 

турбулентной энергии Ричардсона и энергия переходит от 

турбулентных пульсаций к осредненному течению. В эти 

области поступает турбулентная энергия, например, за счет 

диффузии или адвекции, но ее интенсивность не превышает 

величину, определяемую формулой (2.9.27), так как часть 

турбулентной энергии трансформируется в энергию средне-

го движения. Низкие локальные значения турбулентной 

энергии и определяют появления отрицательных значений 

турбулентной вязкости. 

Комбинируя выражения (2.9.23) и (2.9.27), находим 

область волновых чисел, в которых происходит реверс кас-

кадного механизма 

 
4 3rev

6 




KC
.     (2.9.28) 

Если использовать для CK значения из таблицы  1.1, то 

(2.9.28) примет вид 

  4/3

4/1

4 3rev )199,0...178,0(
6 









KC
  (2.9.29) 

Используя те же значения константы Колмогорова, находим 

из (2.9.19) и (2.9.20), что числовой коэффициент в «законе 
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обратного куба» лежит в диапазоне 0,502 … 0,562, а в законе 

Гейзенберга – 1, 422 … 1,591. Следовательно, 

7-3-rev       (2.9.30) 

Согласно экспериментальным данным [143] правая 

(ультрафиолетовая) граница инерционного диапазона энер-

гетического спектра турбулентности (колмогоровскй спектр) 

определяется зависимостью 

4/3

4/1

2,0



d .      (2.9.31) 

Сравнивая это соотношение с (2.9.29), можно заключить, что 

реверс каскадного механизма происходит на границе инер-

ционного диапазона энергетического спектра. Согласно тео-

ретическим исследованиям Таунсенда [137] в случае прямо-

го каскадного механизма именно при волновых числах по-

рядка d  наиболее мелкие вихри образуются в процессе ис-

кривления и растяжения крупных вихрей. Следовательно, в 

этой же области волновых чисел происходит и обратный 

процесс, когда возникают условия для реверса каскадного 

механизма. 

Если принять гипотезу Тейлора о «замороженной» 

турбулентности [144], то можно определить частоту пульса-

ций , соответствующих волновому числу rev . Для этого, 

используя соотношение 

u




2
,      (2.9.32) 

получим из (2.9.29) 

4/3

4/1

rev
2

)199,0...178,0(





u
.    (2.9.33) 

Для наблюдателя, относительно которого поток движется со 

скоростью u , формула (2.9.33) описывает область частот 

пульсаций, в которых происходит реверс каскадного меха-

низма. На основании этой формулы и экспериментальных 
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данных [131], полученных в результате исследования 

Гольфстрима, была произведена оценка частот пульсаций, 

которые соответствуют возникновению реверса каскадного 

механизма. Для максимальных скоростей Гольфстрима на 

его мгновенной оси (1 - 2 м/с) частота rev  лежит в диапазо-

не 0,27 - 0,54 кГц. 

В работе [137] было продемонстрировано, что в ульт-

рафиолетовом диапазоне показатель степени волнового чис-

ла под знаком экспоненты должен равняться двум. Приняв, 

исходя из размерности, что 

 2/122/33/23/5 exp   TK sCE , (2.9.34) 

в работе [145] было получено выражение для коэффициента 

sT, используя формулу для скорости диссипации (1.4.22) при 

с  . В результате получено, что 

   2/3
3/2 KT Cs , (2.9.35) 

где Г – полная гамма функция. Далее, проделав операции с 

формулами (1.4.8) и (2.9.34) подобные тем, что были выпол-

нены на основе формулы (1.7.36), получим следующее вы-

ражение для турбулентной вязкости 

   22/3

2

3

3/232
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. (2.9.36) 

Последний вариант – это совместный анализ формул 

(2.9.25) и (2.9.34). В результате получаем: 
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.  (2.9.37) 

 

Для того чтобы оценить влияние ультрафиолетового диапа-

зона на величину турбулентной вязкости были проведены 

расчеты по «стандартной» формуле RNG k -  модели 

(1.4.21) и формулам (2.9.24), (2.9.26), (2.9.36) и (2.9.37), ис-
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пользуя экспериментальные данные (k = 0,118 м
2
/с

2
,  = 

0,2117 м
2
/с

3
) работы [146]. Результаты расчета приведены в 

таблице 2.2. 

 

Таблица  2.2 

Номер формулы t/ Относительная разница с фор-

мулой (1.4.21), % 

(1.4.21) 367 0 

(2.9.24) 445,17 21,3 

(2.9.26) 424 15,5 

(2.9.36) 423 14,7 

(2.9.37) 406,6 10,8 

 

Расчеты показывают, что учет ультрафиолетового диапазона 

приводит к увеличению расчетных величин турбулентной 

вязкости на 10 - 21 %. 

 

Таблица 2.3 

Зависимость 

  tt  

Закон Пао 

(1.7.36) 

Закон Таунсенда 

(2.9.34) 

(1.4.8) (2.9.24) (2.9.36) 

(2.9.25) (2.9.26) (2.9.37) 

 

 Таблице 2.3 суммируется путь получения формулы 

для турбулентной вязкости в RNG k -  модели исходя из ви-

да закона энергического спектра и зависимости   tt .  

Формулы (2.9.26) и (2.9.37) свидетельствуют о воз-

можности существования отрицательной турбулентной вяз-

кости. Как отмечалось выше, такая возможность интерпре-

тируется как реверс механизма передачи энергии, когда 

энергия передается от беспорядочного пульсационного дви-

жения к упорядоченному осредненному. Как видно, именно 

учет ультрафиолетового диапазона позволил получить вы-

ражения, которые допускают возможность существования 
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отрицательных значений турбулентной вязкости, т.е. воз-

можность существования областей, где напряжения и скоро-

сти деформаций имеют противоположные знаки. Согласно 

выражению (2.9.27), отрицательная вязкость соответствует 

диапазону   > rev , где rev  определяется по формуле 

(2.9.29). Таким образом, прямой и обратный механизмы пе-

редачи энергии могут существовать одновременно. Можно 

предположить, что обратный механизм носит гистерезисный 

характер, и энергия от вихрей передается к основному тече-

нию, минуя какую-то часть колмогорвоского участка спек-

тра. Часть этой энергия идет на подпитку осредненного те-

чения, а часть - прямым каскадным механизмам передается 

от крупных вихрей к мелким. Следовательно, наличие зон 

отрицательной вязкости в потоке, зависит от баланса прямо-

го и обратного механизмов передачи энергии. Однако следу-

ет заметить, что для реализации обратного механизма необ-

ходим дополнительный источник энергии. Такими источни-

ками могут быть, например, центробежная и кориолисова 

сила. Поэтому рассмотрим некоторые аспекты формирова-

ния турбулентности в полях центробежных сил. 

Для расчетов турбулентных криволинейных потоков 

существует два подхода определения турбулентной вязко-

сти. В первом варианте касательные напряжения пропор-

циональны градиенту угловой скорости 

r
r

r

u

r
r ttr





















 , (2.9.38) 

где r – радиальная координата,  – азимутальная координа-

та, u  - тангенциальная компонента осредненной скорости, 

 – угловая скорость. Второй вариант предполагает, что ка-

сательные напряжения, подобно ламинарному течению, 

пропорциональны градиенту момента количества движения 

(циркуляции) 
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, (2.9.39) 

Формулы (2.9.38) и (2.9.39) не могут описать всех особенно-

стей турбулентных криволинейных потоков. Поэтому в ра-

боте [147] было предложено выражение, представляющее 

собой комбинацию этих двух формул 
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tr
r

r

r
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, (2.9.40) 

В случае t  = 0 выражение (2.9.40) трансформируется в 

(2.9.39), а в изотропной среде (  t

r

t ) выражение (2.9.40) 

преобразуется в (2.9.38). 

Из формулы (2.9.40) следует, что возможны такие слу-

чаи, когда знак турбулентных вязкостей будет принимать 

отрицательные значения. Обосновать формулу (2.9.40), а 

также возможность реализации режимов с отрицательной 

вязкостью можно, исходя из концепции несимметричности 

тензора турбулентных напряжений. Еще сам О. Рейнольдс, 

основатель теории турбулентности, отмечал возможность 

несимметричности тензора турбулентных напряжений 

jiij  . В работах [148,149] было показано, что при акку-

ратном пространственном осреднении гидродинамических 

уравнений и при исключении постулат о коммуникативно-

сти операций осреднения и дифференцирования, получают-

ся обобщенные уравнения Рейнольдса, которые содержат 

«вращательную» вязкость R

t . Эта вязкость связана с анти-

симметричной частью турбулентного тензора напряжений. В 

работе [150] предложено выражение для тензора турбулент-

ных напряжений с учетом его несимметричности 
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, (2.9.41) 

где 
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   jiij

a

ijjiij

s
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1
,

2

1
,  (2.9.42) 

ijk  - тензор Леви – Чивиты (абсолютно антисимметричный 

единичный тензор), ijS  - тензор скоростей деформаций, оп-

ределяемый формулой (1.6.2). 

В случае изотропной или зеркальносимметричной 

турбулентности «вращательная» вязкость равна нулю. Толь-

ко при «несимметричной» турбулентности, когда поле тур-

булентных пульсаций не является статистически инвариант-

ным относительно преобразования четности, «вращатель-

ная» вязкость может не равняться нулю. Такой вариант воз-

можен, когда спиральность не равна нулю. 

Во вращающемся потоке выражение (2.9.41) транс-

формируется в [150] 
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,   (2.9.43) 

Как видно это выражение совпадает с (2.9.40). Следователь-

но, предложенное выражение (2.9.40) следует из асиммет-

ричности тензора напряжений. В зависимости от численного 

значения коэффициентов сдвиговой и «вращательной» вяз-

кости будет преобладать тот или иной из конкурирующих 

механизмов передачи энергии в волновом пространстве. И в 

случае преобладания обратного каскада реализуются про-

цессы с отрицательной вязкостью. 

В закрученных потоках, для которых характерны опи-

санные выше эффекты, может возникать вихревой эффект. 

Этот эффект был открыт Ж. Ранком в 1931 г. Суть его за-

ключается в энергетическом разделении сильно закрученно-

го турбулентного потока сжимаемого газа на горячую и хо-

лодную составляющие. Приосевые слои охлаждаются, а пе-

риферийные – нагреваются. При этом холодный и горячий 

потоки отводятся в противоположные направления. В моно-
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графии [151] приведен обзор нескольких десятков теорети-

ческих работ, в которых делаются попытки объяснить теоре-

тически вихревой эффект. В работах [152,153] предлагается 

объяснение вихревого эффекта с точки зрения реверса кас-

кадного переноса энергии турбулентности, т.е. возможно-

стью реализации процессов с отрицательной турбулентной 

вязкостью. Рассмотрим данный подход. 

В работе [154] на основе RNG - подхода было получе-

но выражение для турбулентной вязкости 

2
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t
t

b

E

d

d
,     (2.9.44) 

где b2 = 4 для двумерной турбулентности и b3 = 5 – для 

трехмерной. Уравнение (2.9.44) при колмогоровском спек-

тре турбулентной энергии допускает для турбулентной вяз-

кости как положительные, так и отрицательные значения. В 

той же работе [155] было выведено дифференциальное 

уравнение 

)(2 2 


extt AE
dk

dE

E
,    (2.9.45) 

описывающее распределение энергетического спектра тур-

булентности в инерционном диапазоне. В случае отсутствия 

работы внешних сил )(extA  решение системы уравнений 

(2.9.44) и (2.9.45) дает для энергетического спектра колмо-

горовское распределение, а для турбулентной вязкости –  

3/43/1

6

5 
K

t
C

,     (2.9.46) 

как в случае двумерной, так и трехмерной турбулентности. 

Численные исследования показали [155], что при воз-

действии внешних сил, когда реализуется обратный каскад-

ный механизм передачи энергии, форма энергетического 

спектра в инерционном диапазоне не изменяется. Это позво-
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ляет получить выражение для турбулентной вязкости на ос-

нове уравнения (2.9.45) 
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Поскольку работу внешних сил можно рассматривать 

как работу, совершаемую над системой, то она имеет отри-

цательное значение. Следовательно, формула (2.9.47) позво-

ляет предсказать появления отрицательной турбулентной 

вязкости при определенной интенсивности работы внешних 

сил. В случае же отсутствия внешних сил формула (2.9.47) 

трансформируется в (2.9.46). 

Если работа )(extA  подводится к системе на каком-то 

участке спектра волновых чисел Δ  таким образом, что ее 

можно выразить через удельную скорость подвода  форму-

лой 
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)(extA ,      (2.9.48) 

то (2.9.47) преобразуется в 
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Из последнего соотношения следует, что турбулентная вяз-

кость принимает отрицательные значения при условии 






3

Δ5
rev .     (2.9.50) 

Отсюда видно, что диапазон существования отрицательной 

турбулентной вязкости (обратного механизма Ричардсона) 

зависит от соотношения скоростей диссипации и подвода 

энергии - чем выше скорость подвода энергии и меньше 

скорость диссипации, тем шире диапазон, в котором осуще-

ствляется обратный перенос турбулентной энергии. Кроме 
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того, чем уже интервал подвода внешней энергии  = idem, 

тем шире зона отрицательной турбулентной вязкости. Таким 

образом, существует два диапазона в волновом пространстве 

- прямого и обратного переноса энергии турбулентности 

(рис. 2.9.1). Границей существования этих диапазонов явля-

ется точка  = rev. При  > rev. превалирует обратный меха-

низм, и энергия передается от меньших вихрей к большим. 

Хотя при этом не исключается возможность одновременной 

реализации в этом диапазоне прямого каскада, который со-

провождается диссипацией энергии. Однако он явно не про-

является на фоне обратного каскада. При  <rev. реализует-

ся лишь прямой перенос энергии. Следовательно, энергия, 

которая передается от меньших масштабов к большим, до-

ходит до области  = rev и затем, минуя зону   [0, rev], 

передается к основному течению. Поэтому, перенос энергии 

носит нелокальный [156], гистерезисный характер. 

 
Рис. 2.9.1. Распределение энергетического спектра - 1 и тур-

булентной вязкости -2. 

t = -  rev 

E, 

t  

k 

2 

1 
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Теперь перейдем непосредственно к анализу процессов 

в полях центробежных массовых сил. Для этого запишем 

уравнения баланса кинетической энергии турбулентности в 

равновесном приближении, т. е. без учета адвекции, гради-

ентной (молекулярной) диффузии и турбулентной диффузии 

энергии давления и кинетической энергии, в полярных ко-

ординатах и с учетом азимутальной симметрии [157] 
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где U - осредненная составляющая тангенциальной компо-

ненты скорости, u  - пульсационная составляющая танген-

циальной компоненты скорости, V - осредненная состав-

ляющая радиальной компоненты скорости, v  - пульсацион-

ная составляющая радиальной компоненты скорости, r - ра-

диальная координата. В уравнении (2.9.51) слагаемое I опи-

сывает генерацию турбулентности за счет энергии, которая 

отбирается от основного течения, слагаемое II - воздействие 

на поток центробежных сил, слагаемое III - диссипацию. 

Проанализируем данное уравнение. Возможно несколько 

вариантов. Допустим, что слагаемые I и II положительны 

(положительная турбулентная вязкость). Естественно, что 

такая ситуация возможна, когда по абсолютной величине 

слагаемое I превосходит слагаемое II так, чтобы их разность 

оставалась положительной, как требует уравнение (2.9.51). 

Это означает, что турбулентная энергия генерируется за счет 

основного течения, а центробежные силы оказывают кон-

сервативное влияние, подавляя турбулентность. Следующий 

вариант - слагаемое I положительно (положительная турбу-

лентная вязкость), а слагаемое II отрицательно. Следова-

тельно, при любых абсолютных значениях слагаемых I и II 

правая часть уравнения (2.9.51) остается положительной. 

Это означает, что турбулентность генерируется как за счет 

основного потока (положительная турбулентная вязкость), 
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так и работы центробежных сил (активное воздействие цен-

тробежных сил). Наконец, третий вариант, когда слагаемые I 

и II отрицательны (отрицательная турбулентная вязкость), 

но по абсолютной величине слагаемое II превосходит сла-

гаемое I. Данное положение интерпретируется следующим 

образом: энергия к турбулентным пульсациям передается за 

счет работы центробежных сил. Часть этой энергии по об-

ратному каскаду передается в основное течение, а часть - 

диссипируется. 

Слагаемое II в уравнении (2.9.51) может иметь отрица-

тельное значения (активное воздействие центробежных сил) 

в двух случаях: во-первых, когда радиальная компонента 

турбулентных пульсаций превосходит азимутальную (тан-

генциальную) при положительном значении осредненной 

радиальной составляющей скорости и, во-вторых, когда ра-

диальная компонента турбулентных пульсаций меньше ази-

мутальной при отрицательном значении осредненной ради-

альной составляющей скорости. Как показывают экспери-

ментальные исследования, довольно часто возникает ситуа-

ция, когда радиальная составляющая турбулентных пульса-

ций имеет наибольшее значение по сравнению с другими 

компонентами пульсационного поля в закрученных потоках 

(см., например, [158]). Отрицательные же значения осред-

ненной радиальной составляющей скорости реализуются в 

устойчивых макровихревых структурах, когда абсолютные 

значения этой составляющей убывают от периферии макро-

вихря к его центру. Такое распределение скоростей наблю-

дается в смерчевых природных образованиях. При этом из 

уравнения неразрывности следует, что осевая составляющая 

интенсифицируется вдоль оси макровихря. Общим же усло-

вием проявления влияния центробежных сил, как видно из 

уравнения (2.9.51), является анизотропия турбулентности. 

Очевидно, что это условие выполняется автоматически в по-

лях центробежных сил. 
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Выражая работу центробежных сил из (2.9.51), кото-

рую они оказывают на турбулентность, и подставляя ее в 

выражения для турбулентной вязкости, получим 

3/13/2
22

3/43/1

2

)(v)(

6

5  


 V
C

u

C KK

t . (2.9.52) 

Для того чтобы представить компоненты турбулентных 

пульсаций в Фурье - пространстве воспользуемся интегра-

лом типа (1.4.11) 
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Проблема заключается в том, что RNG - подход не учитыва-

ет анизотропии турбулентности. Поэтому результаты вы-

числения интегралов (2.9.53) можно представить в следую-

щем виде 
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KCku ,  (2.9.54) 

где  - коэффициент анизотропии турбулентности, опреде-

ляемый интенсивностью воздействия центробежных сил. 

 Подставляя (2.9.54) в (2.9.52), получим 
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Выражение (2.9.55) показывает, что возникновение обратно-

го каскада (отрицательной вязкости) определяется величи-

ной и знаком второго слагаемого правой части. Величина 

этого слагаемого, как и следовало ожидать, не зависит от 

скорости диссипации, а определяется лишь интенсивностью 

центробежных сил. Первое же слагаемое описывает турбу-

лентную вязкость в отсутствие воздействия каких-либо мас-

совых сил. Это слагаемое соответствует прямому каскаду, 
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который ведет к диссипации энергии турбулентности. Кроме 

того, из (2.9.55) следует, что при соответствующем знаке 

второго слагаемого область отрицательной вязкости прояв-

ляется в диапазоне 

 3rev
729

1000

VCK


 .    (2.9.56) 

Видно, что ширина этого диапазона пропорциональна ско-

рости диссипации  и обратно пропорциональна работе цен-

тробежных сил V. 

Если из (2.9.56) исключить волновое число на основе 

(2.9.54), то получим 
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Из последнего соотношения следует, что условие появления 

отрицательной вязкости имеет вид 

23
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243
VCk K .     (2.9.58) 

Соотношение (2.9.58) свидетельствуют о том, что в турбу-

лентных потоках возникают локальные зоны, где осуществ-

ляется реверс каскадного механизма передачи турбулентной 

энергии Ричардсона и энергия переходит от турбулентных 

пульсаций к осредненному течению. В этих зонах энергия, 

подводимая к турбулентным структурам за счет работы 

внешних сил в диапазоне волновых чисел, который опреде-

ляется неравенством (2.9.56), должна превышать пороговое 

значение кинетической энергии турбулентности потока 

(2.9.58). В этом случае возникает как бы излишек энергии 

турбулентности в локальной зоне, который и трансформиру-

ется в энергию основного потока. 

В [152,153] показано, что из RNG уравнения для тур-

булентного числа Прандтля (1.5.26) при условии /t  0 
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можно получить приближенное выражение для турбулент-

ной температуропроводности 
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где с определяется по (1.5.27). В зонах, где  t , которые, 

очевидно, находятся близко к областям смены знака турбу-

лентной вязкости, приближенное решение уравнения 

(2.9.59) принимает форму 
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Формулы (2.9.59) и (2.9.60) свидетельствуют о воз-

можности существования отрицательной турбулентной тем-

пературопроводности. В этом случае теплота переносится от 

менее нагретой среды к более нагретой подобно тому, как 

импульс переносится в направлении против «градиента» 

скорости при отрицательной турбулентной вязкости. Оче-

видно, подобный механизм реализуется при вихревом эф-

фекте, когда происходит разделение газа турбулентного 

сжимаемого сильно закрученного потока. При этом работа 

центробежных сил трансформируется в турбулентные пуль-

сации, которые затем передают энергию основному потоку, 

т. е. реализуется обратный каскад передачи энергии турбу-

лентности, что свойственно процессам с отрицательной тур-

булентной вязкостью. Тот же обратный каскад вызывает 

эффект отрицательной турбулентной температуропроводно-

сти, что и приводит к разделению газа на холодную и теп-

лую «фазы». Подобные явления, когда происходит перенос 

тепла в направлении против градиента температуры, наблю-

даются также в атмосферных и океанических процессах 

[131]. 

В струйных течениях часто возникает ситуация, когда 

не совпадают знаки напряжения трения и скорости дефор-
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мации [159-162], т.е. реализуется механизм отрицательной 

турбулентной вязкости. Струйные потоки, в том числе и им-

пактные струи, имеют широкое приложение в различных 

технологических процессах. Например, турбулентные им-

пактные струи находят применение при охлаждении  лопа-

стей газовых турбин, электрооборудования, сушки бумаги и 

текстиля, отжиге металлов и т. д. При этом для интенсифи-

кации теплообменных процессов в импактной струе приме-

няется модуляция скорости истечения струи синусоидаль-

ными колебаниями. В ИТТФ НАН Украины было проведено 

численное моделирование гидродинамики и теплообмена 

турбулентных импактных струй при различных углах на-

клона струи относительно преграды с пульсациями скорости 

истечения и без них. При моделировании были использова-

ны модели турбулентной вязкости (2.9.26) и (2.9.37). 

Полученные результаты позволили выявить области в 

турбулентных струйных потоках, где не совпадают знаки 

напряжения трения и скорости деформации, т.е. области от-

рицательной турбулентной вязкости. 

Влияние угла наклона импактной струи при отсутст-

вии пульсаций скорости истечения на местоположения об-

ластей с отрицательной турбулентной вязкостью отражено 

на рис. 2.9.2. Зоны отрицательной турбулентной вязкости 

нанесены на карты линий тока.  

Как свидетельствует рис. 2.9.2, расположение зон с 

отрицательной турбулентной вязкостью зависит от угла на-

клона струи. При уменьшении величины угла указанные об-

ласти перемещаются со стороны большего расхода на сто-

рону меньшего. 

Влияние пульсаций скорости струи на положение и 

размер областей отрицательной турбулентной вязкости от-

ражено на рис. 2.9.3. Угол наклона струи равен 60 градусов. 
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90 градусов 

 
60 градусов 

 
45 градусов 
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30 градусов 

Рис. 2.9.2. Местоположения областей с отрицательной тур-

булентной вязкостью при различных углах наклона струи. 

 

Значения времени, указанные на рис. 2.9.3 нормиро-

ваны частотой колебаний скорости потока (t*=t/(2)). Зоны 

отрицательной турбулентной вязкости нанесены на карты 

линий тока  

Приведенный рис. 2.9.3 свидетельствует, что зона от-

рицательной вязкости со стороны большего расхода своего 

местоположения не меняет. Меняется только ее размер.  

Со стороны меньшего расхода во время спада скоро-

сти (безразмерное время от 0,25 до 0,75) образуется менее 

интенсивный очаг отрицательной вязкости, который исчеза-

ет с уменьшением скорости истечения. 

Конечно, полученные численные данные нуждаются 

в дальнейшей тщательной экспериментальной проверке. 

 

 
t*=0 
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t*=0.25 

t*=0.5 

 
t*=0.75 

Рис. 2.9.3. Местоположение и размер областей отрицатель-

ной турбулентной вязкости в течение периода колебаний 

скорости для различных моментов времени. 
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Заключение 

Реальные турбулентные потоки в технических и техно-

логических процессах обычно подвержены воздействию ка-

ких-либо «возмущающих» факторов, которые могут оказы-

вать сильное влияние на структуру потока и интенсивность 

процессов переноса. Поэтому во второй главе рассмотрены 

вопросы, связанные с приложением RNG подхода к по-

строению моделей турбулентности и расчету турбулентных 

потоков при воздействии различных «возмущающих» фак-

торов. 

Первый параграф посвящен анализу турбулентных по-

токов в пористых средах. В приближении пористых сред мо-

гут быть рассмотрены многие энергетические и технологи-

ческие процессы. В частности, таким способом можно ана-

лизировать особенности теплообмена и гидродинамики в 

каналах энергетических реакторов с шаровой засыпкой. 

Также гидродинамические процессы в пористых средах ха-

рактерны для реальных биотехнологических устройств. На 

развитие турбулентных процессов переноса оказывают 

влияние линейное «сопротивление» Дарси и нелинейное 

«сопротивление» Форхаймера. Составляющая Форхаймера 

сама по себе является нелинейной и потому естественным 

образом порождает слагаемое, которое характеризует турбу-

лентный обмен. Иначе обстоит дело с «сопротивлением» 

Дарси. Это линейная составляющая и, следовательно, при 

обычной перенормировке она не дает никакого вклада в ге-

нерацию турбулентности [26]. Однако, как сказано в моно-

графии [163], теория ренормгруппы допускает большой 

произвол в реализации процедуры перенормировки. Поэто-

му, если включить «сопротивление» Дарси в исходный про-

пагатор уравнения Навье - Стокса, то таким образом можно 

учесть влияние данного слагаемого на турбулентную вяз-

кость. Что и было сделано в данном разделе. Это позволило 

не только получить выражение для турбулентной вязкости с 

учетом проницаемости среды, но и найти предельное значе-
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ние пористости (используя связь между проницаемостью и 

пористостью), при котором может развиваться турбулент-

ность в пористой среде. Качественно результаты ренормали-

зационного анализа подтверждаются данными, полученны-

ми на основе анализа гидродинамической неустойчивости. 

Этот анализ был проведен для вынужденного течения в ка-

нале на основе линейного метода возмущений и нелинейной 

модели Лоренца для свободной конвекции. Также в пара-

графе представлены результаты численных расчетов по 

предложенной модели. Расчеты были выполнены для кана-

лов энергетических реакторов с шаровой засыпкой. При 

этом стыковка полей скоростей между пористой и «чистой» 

средой производилась на основе условия Биверса – Джозе-

фа. 

В биотехнологических устройствах также важную роль 

играют биоконвективные процессы, порожденные направ-

ленным движением микроорганизмов под действием какой-

либо движущей силы (гравитационное поле, градиент кон-

центрации кислорода, свет, питательные вещества, магнит-

ное поле и т.д.). Такие процессы играют важную роль в тех-

нологиях ферментации. При этом биоконвективные процес-

сы могут иметь турбулентную природу. Этим вопросам был 

посвящен второй параграф. Построена RNG модель турбу-

лентности для биоконвективных потоков, которые генери-

руют «gravitaxis» микроорганизмы. Она верифицирована 

теориею неустойчивости на основе нелинейного подхода 

Лоренца. 

Все предыдущие исследования турбулентности на ос-

нове RNG анализа проводились в предположении, что вся 

нестационарность процесса заключается в высокочастотных 

турбулентных пульсациях. Для учета нестационарности не-

посредственно самого потока был предложен подход, в ко-

тором интеграл по волновым числам брался с учетом мало-

сти частоты, а не нулевого ее значения. Это позволило полу-

чить «нестационарную» поправка к выражению для турбу-
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лентной вязкости, которая по своей структуре подобна ана-

логичной поправке, полученной с помощью TSDIA. Показа-

но, что данную поправку следует учитывать при высокочас-

тотных пульсационных режимах, например, при возникно-

вении гидродинамических неустойчивостей различной при-

роды. В случае небольших значений частоты пульсации и 

при монотонно развивающихся процессах влияние указан-

ной поправки практически незаметно и для расчетов таких 

процессов можно использовать традиционную математиче-

скую модель турбулентности. 

Приложение ренормализационно-группового анализа к 

неньютоновской жидкости с памятью позволило построить 

теоретическую модель турбулентности, которая учитывает 

два дополнительных параметра: время релаксации по на-

пряжению и время релаксации по скорости деформации. 

Благодаря RNG подходу выявлены интересные свойства 

неньютоновских жидкостей. Выявлено, что турбулентная 

вязкость зависит лишь от кинетической энергии турбулент-

ности и свойств неньютоновской жидкости, т.е. турбулент-

ная вязкость не зависит от скорости диссипации. Это значит, 

что вся кинетическая энергия идет на генерацию турбулент-

ных пульсаций. Очевидно, этим объясняется резкое возрас-

тание напряжений при низких значениях чисел Рейнольдса в 

полимерных растворах, которое наблюдалось в эксперимен-

тах. Ренормгрупповое крупномасштабное моделирование 

показало, что для неньютоновской жидкости зависимость 

между вязкостью и тензором скоростей деформации носит 

квадратичный характер. Поэтому для таких видов жидкости 

будет наблюдаться очень быстрое возрастание напряжений с 

появлением неоднородностей в полях скоростей. Интерес-

ный результат, полученный для жидкостей с памятью, со-

стоит в том, что вид энергетического спектра турбулентно-

сти не влияет на результирующую формулу для турбулент-

ной вязкости. 
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В настоящее время существует ряд ренормгрупповых 

подходов к анализу процессов горения. Мы привели доволь-

но краткий обзор имеющихся вариантов RNG подхода для 

анализа газодинамики пламени, а также привели собствен-

ный вариант подобного анализа. В результате были получе-

ны перенормированные константа скорости реакции и ко-

эффициент диффузии. Было показано, что рост константы 

скорости реакции напрямую зависит от уровня турбулентно-

сти, что выражается зависимостью этой константы от турбу-

лентной вязкости или коэффициента диффузии. 

Потоки сверхкритических параметров получают все 

более широкое распространение. Они используются в тех-

нологиях экстракции, теплоэнергетике, атомной энергетике 

и других областях. Поэтому была построена нестационарная 

ренормгрупповая модель турбулентности для моделирова-

ния потоков сверхкритических параметров. Для замыкания 

модели использовались уравнения состояния, вид которых 

менялся в зависимости от той «термодинамической» облас-

ти, где находились параметры потока. Предложенная модель 

использовалась для моделирования потока в энергетическом 

оборудовании. Численное моделирование процессов гидро-

динамики и теплообмена в семистержневой сборке тепловы-

деляющих элементов позволило определить условия воз-

никновения областей ухудшенного теплообмена. Результаты 

расчетов свидетельствуют о существенной перестройке 

структуры потока при переходе от докритических к сверх-

критическим параметрам теплоносителя. В режиме с увели-

чением тепловой мощности наблюдается рост коэффициента 

теплоотдачи, что связано с ростом скорости и увеличением 

турбулизации потока. При достижении температуры тепло-

носителя критического значения коэффициент теплоотдачи 

резко снижается, возникает зона ухудшенного теплообмена, 

которая распространяется до выхода из тепловыделяющей 

сборки. В режиме с падением расхода теплоносителя на 

входе в тепловыделяющую сборку наблюдается существен-
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ное различие в изменении тепловых и гидродинамических 

параметров теплоносителя в зависимости от ширины зазора 

между обогреваемой и необогреваемой поверхностью. 

Построение точной модели турбулентности для двух-

фазных течений на основе RNG подхода невозможно из-за 

большого объема эмпирической информации, необходимой 

для замыкания модели. Поэтому была модифицирована не-

стационарная RNG модель, которая учитывала особенности 

теплообмена и гидродинамики двухфазного потока с учетом 

фазового перехода и нестационарности теплофизических 

процессов. Данная модель позволила проанализировать не-

стационарные теплофизические процессы в парогенери-

рующем канале теплообменного оборудования. На основе 

численного моделирования  режимов с набросом мощности 

и потерей теплоносителя получены данные об изменении 

локальных параметров (профили паросодержания, темпера-

тур и скоростей фаз, кинетической энергии турбулентности 

и скорости диссипации) и режимов течения двухфазного по-

тока. Исследование нестационарного режима с резким уве-

личением тепловыделения на стенке канала, позволило оп-

ределить время выхода параметров теплоносителя на новый 

стационарный режим, условия возможного возникновения 

кризиса теплообмена и его продолжительность. Исследова-

ние нестационарного процесса, вызванного падением расхо-

да теплоносителя, позволило детально проследить смену 

режимов течения теплоносителя и условий возникновения 

критических режимов, при которых возможны повреждения 

конструкционных материалов и тепловыделяющих элемен-

тов. 

В литературе имеется большое количество примеров 

приложения ренормализационного анализа к проблемам 

магнитной гидродинамики. В книге приведены лишь неко-

торые из них, чтобы дать представления читателю о воз-

можностях данного метода. На основе ренормгруппового 

анализа были получены перенормированная константа Кол-
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могорова, магнитная константа Колмогорова и константа 

Смагоринского. Показано, что эти константы зависят от ха-

рактерных волновых чисел, которые описывают геометрию 

вихрей. Также применение ренормгрупповой методики к 

МГД турбулентности дало возможность получить диффе-

ренциальные зависимости для турбулентной вязкости, тур-

булентной магнитной вязкости и коэффициентов, описы-

вающих влияние МГД турбулентности на магнитную силу. 

Показано, что в МГД турбулентности энергетический спектр 

турбулентности подобен спектру Колмогорова. 

Последний параграф посвящен аспектам эффектов от-

рицательной турбулентной вязкости. В турбулентных пото-

ках существуют области, в которых знак напряжения трения 

и скорости деформации не совпадает, т.е. турбулентная вяз-

кость имеет отрицательное значение. Это интерпретируется 

как реверс каскадного механизма передачи турбулентной 

энергии Ричардсона. В этом случае кинетическая энергия 

турбулентности передается от беспорядочного пульсацион-

ного движения к упорядоченному осредненному течению. 

Такие процессы возможны в потоках при воздействии ин-

тенсивных массовых сил различной природы, когда проис-

ходит «накачка» энергии в области высоких значений вол-

новых чисел. Затем эта энергия передается в область низких 

волновых чисел, которые соответствуют крупномасштабным 

когерентным турбулентным структурам. Примерами таких 

течений могут служить потоки в сильных электромагнитных 

полях, в полях центробежных сил, в полях архимедовых сил 

и т.д. Вначале параграфа дается теоретическое обоснование 

явлений с отрицательной вязкостью на основе законов со-

хранения энергии, энстрофии и спиральности для двух- и 

трехмерной турбулентности. Далее рассматриваются раз-

личные области энергетического спектра, а также дается 

оценка границ, соответствующих существованию прямого и 

обратного каскадного механизма передачи энергии. Проана-

лизированы различные формулы для отрицательной вязко-
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сти. Для вращающейся турбулентности дано обоснование 

реализации процессов с отрицательной вязкостью. На этой 

основе объясняется вихревой эффект разделения вращающе-

гося потока на горячую и холодную составляющие. Закан-

чивается параграф примерами расчетов турбулентных струй, 

в которых выявлены зоны отрицательной вязкости. 

В литературе существует большое количество приме-

ров приложения ренормгруппового подхода к анализу пото-

ков, подверженных воздействию возмущающих факторов. В 

настоящей книге невозможно привести все примеры исполь-

зования данного подхода. Надеемся, что читатель получил 

представление о методе ренормгруппы и в дальнейшем 

сможет использовать данный подход к анализу потоков, ко-

торые подвержены каким-либо другим воздействиям, не во-

шедшим в данную книгу. 
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